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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ КУРСОВ ВАЛЮТ НА ОСНОВЕ КОПУЛЯРНЫХ МОДЕЛЕЙ 

 
FORECASTING CURRENCY RATE BY COPULA-MODELS 

 
При прогнозировании значений курсов иностранных 

валют часто используются показатели линейной зави-
симости, однако такие методы часто оказываются 
неэффективны. В данной статье прогноз иностранных 
валют (доллара США, евро, фунта стерлингов, канад-
ского доллара, австралийского доллара) строится  
на основе архимедовых копулярных моделей. Были описа-
ны, а затем сформированы копулы Гамбела–Хаугарда, 
Клейтона и Франка, которые оценивались методом мак-
симального правдоподобия и байесовским методом  
с использованием алгоритма Метрополиса–Гастингса. 
Выбор модели и оцененных параметров осуществлялся 
при помощи теста Колмогорова–Смирнова, по резуль-
татам которого наилучшей моделью оказалась копула 
Клейтона, оцененная методом максимального правдопо-
добия. С ее помощью наилучший прогноз был получен для 
канадского доллара. 

 
Linear dependence often use for forecasting the exchange 

rate of foreign currencies; however, these methods are often 
ineffective. In this article the forecast of foreign currencies 
(US dollar, Euro, pound sterling, Canadian dollar and Aus-
tralian dollar) is made on the multidimensional Archimedean 
copula-models. Copulas Clayton, Frank and Gumbel-
Hougaard were built and estimated by maximum likelihood 
and Bayesian method with Metropolis-Hastings. Selection  
of the model and the estimated parameters were done by 
Kolmogorov-Smirnov test. As the result the best model has 
been Clayton copula estimated by maximum likelihood. The 
best forecast was obtained for Canadian dollar. 
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Развитие мировых хозяйственных связей, интеграция 

финансовых систем государств и интернационализация 
рынка банковских операций характеризуются не только 
положительными эффектами, но и определенными рис-
ками [1]. Одним из них является валютный [2], представ-
ляющий собой возможность денежных потерь в резуль-
тате неожиданного и неблагоприятного изменения кур-
сов иностранных валют [3]. В связи с этим исследование 

взаимодействия валют друг с другом представляет инте-
рес со стороны моделирования и оценки их связей и мо-
жет быть использовано при решении таких задач, как оп-
тимизация, хеджирование, диверсификация валютного 
портфеля, оценка и минимизация валютных рисков.  
В данном контексте экономисты часто применяют показа-
тели линейной взаимосвязи [4], однако существует ряд 
противоречий, демонстрирующий ограниченность такого 
подхода [5]. Помимо этого не все финансовые переменные 
могут быть описаны многомерным нормальным законом,  
в связи с разными показателями асимметрии [6; 7]. 

Решением описанных проблем могут стать копулярные 
модели, которые нашли широкое применение при реше-
нии таких прикладных задачах, как оценка справедливой 
стоимости производных финансовых инструментов, выбор 
оптимальной структуры, оптимизация и последующая 
оценка рисков инвестиционного портфеля [8], хеджирова-
ние рисков [9]. Однако кроме положительных качеств  
у копулярных моделей существуют определенные недос-
татки [10]. Дискретные данные, используемые непосред-
ственно для анализа и формирования копул, в связи с от-
сутствием непрерывности порождают такую проблему, 
как неединственность оценок копул. Помимо этого в пер-
вичных данных существуют структурные сдвиги, что при 
неправильном учете может привести к смещенным оцен-
кам частных распределений и копул. 

В сегменте русскоязычной литературы обзоры теории 
копул, их свойств и способов построений можно найти  
в работах Фантаццини [11] и Благовещенского [12]. Ко-
пулы позволяют описать структуру зависимости между 
отдельными компонентами, которые могут быть пред-
ставлены частными функциями распределения. Таким 
образом, копула-функция позволяет перейти от одномер-
ных распределений случайных величин, в нашем случае 
доходностей иностранных валют, к совместному распре-
делению. Такой подход рассматривался в работе Пеника-
са [3], где копулярный метод использовался наравне  
с методом, основанным на предположении многомерного 
нормального распределения доходностей валют. Основ-
ной целью ставилось решение задачи оптимизации от-
крытых валютных позиций в коммерческом банке, чьи 
потери от валютного риска не должны превышать капи-
тал банка с заданной вероятностью. В результате иссле-
дования было показано, что совместное распределение 
недельных приростов курсов валют не является нормаль-
ным и лучше всего описывается копулой Гамбела с на-
личием зависимости в правых хвостах распределения. 
Оба подхода позволили получить допустимые результа-
ты в рамках заданных ограничений на размер валютного 
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риска. Однако основным выводом стало то, что копуляр-
ные модели показали себяэффективнее. Это связано как  
с лучшим описанием распределения, так и с тем, что при 
данном методе фактическая доходность всегда оказыва-
лась выше.  

Построение копулярных моделей и исследование хво-
стовых зависимостей доходностей валют проводились в 
работе Коморникова [13],где использовались польский зло-
тый (первый период), чешская крона, венгерский форинти 
словацкая крона. Рассматривались три периода 4.1.1999 – 
30.6.2008, 4.1.1999 – 31.7.2009 и 1.7.2008 – 31.7.2009. Моде-
ли строились на основе парных копул Гамбела, Клейтона и 
Франка с одним параметром и копулы Джо BB1 с двумя 
параметрами. При описании последней были сделаны важ-
ные замечания. Так, BB1 является обобщенным случаем 
копул Гамбела и Клейтона, и при одинаковом значении 
корреляции Кендалла хвостовая зависимость BB1 оказыва-
ется ниже. Помимо этого, в работе применялся подход ком-
бинирования двух копулярных моделей в одну с использо-
ванием весового коэффициента ߙ: 

 
,ݑ)ఏభ,ఏమ,ఈܥ (ݒ = ,ݑ)ఏభܥߙ (ݒ + (1 − ,ݑ)ఏమܥ(ߙ  (ݒ

 
В начале отсеивались все модели, не прошедшие кри-

терий согласия, основанный на распределении ߯௣(௣ାଵ)/ଶ
ଶ , 

затем из оставшихся выбиралась наилучшая при помощи 
критерия Такаучи (TIC, [14]). Формирование моделей 
показало, что при использовании некомбинированного 
подхода наилучшей в большинстве случаев оказалась 
копула Гамбела, в то время как модели BB1 не прошли 
тестирования. Однако, при построении комбинирован-
ных моделей связки с копулой Джо оказались самыми 
эффективными, пройдя тест на основе критерия согласия 
и получив лучшее значение TIC. Таким образом, на ос-
нове полученных значений, авторы работы утверждают, 
что использование подхода связок в положительную сто-
рону улучшило качество копулярных моделей, позволив 
как сгладить их оценки, так и получить более выражен-
ные хвостовые зависимости. 

Цель настоящей работы заключается в исследовании 
совместного распределения валютных курсов с использова-
нием современных эконометрических моделей и построе-
нии прогноза. В основной части решаются такие задачи, как 
определение методологии исследования, построение копу-
лярных моделей и генерирование новой выборки с после-
дующим формированием прогнозных значений валютных 
курсов. Стоит отметить, что в данной работе, в отличие  
от других подобной тематики, были построены многомер-
ные копулярные модели на основе пяти иностранных ва-
лют, в то время как в большинстве исследований предпоч-
тения отдавались в пользу парных копул. Помимо этого, 
оценка моделей производилась двумя способами. Первый  
и наиболее популярный – метод максимального правдопо-
добия. Вторым послужил байесовский подход с использо-
ванием алгоритма Метрополиса–Гастингса. 

Функция ݑ)ܥଵ, ,ଶݑ … , -௡) от ݊ переменных, определенݑ
ная на единичном гиперкубе ܫ௡ = [0,1]௡(т. е. ௜ݑ ∈ [0,1], ݅ =
 = 1,2, … , ݊), называется копула-функцией, если она обла-
дает следующими свойствами [11]: 

1) областью значений функции является единичный 
интервал [0,1]; 

2) если ݑ௜ = 0 по крайней мере для одного ݅ ∈ 
∈ {1,2, … , ݊}, то ݑ)ܥଵ, ,ଶݑ … , (௡ݑ = 0; 

,1)ܥ (3 … ,1, ௜ݑ , 1, … ,1) = ௜ݑ ௜ для любыхݑ ∈ [0,1]; 
,ଵݑ)ܥ (4 ,ଶݑ … , -௡) является квази-монотонной функݑ

цией: 
 

∀(ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡), (ܾଵ, ܾଶ, … , ܾ௡) ∈ [0,1]௡ , ܽ௜ ≤ ܾ௜ , 

෍ …
ଶ

௜భୀଵ

෍ (−1)௜భା⋯ା௜೙

ଶ

௜೙ୀଵ

,ଵ௜భݑ)ܥ … , ௡௜೙ݑ ) ≥ 0, 

 
где ݑ௝ଵ = ௝ܽ и ݑ௝ଶ = ௝ܾ для всех ݆ ∈ {1, … , ݊}. 
Использование копул основывается на теореме Шкля-

ра, которая утверждает, что любое многомерное распреде-
ление может быть представлено в виде копулы и набора 
частных функций распределения. 

Теорема Шкляра. Предположим, что ܪ – совместная 
функция распределения ряда случайных величин 
,ଵݔ ,ଶݔ … ,  ௡, имеющих соответственные частные функцииݔ
распределения ܨଵ, ,ଶܨ … ,  ௡. Тогда существует такая копулаܨ
,ଵݔ что для любых ,ܥ ,ଶݔ … ,  :௡ можно записатьݔ

 
:ܥ ,ଵݔ)ܪ … , (௡ݔ = ,(ଵݔ)ଵܨ]ܥ … ,  .[(௡ݔ)௡ܨ

 
При этом если функции распределения ܨଵ(ݔଵ), … ,  (௡ݔ)௡ܨ

непрерывны, то копула ܥ определена единственным образом. 
Из данной теоремы следует, что копула-функция помимо 
формирования многомерной функции распределения позво-
ляет разделить ее на частные распределения: компонент и 
структуру их зависимостей.  

В качестве основных семейств копул принято выде-
лять три вида: эллипсообразные, экстремальные и архи-
медовы [10]. Первый из них включает в себя класс сим-
метричных распределений, в качестве примера которых 
можно привести распределения Гаусса, Стьюдента, Ко-
ши, Лапласа. При помощи данного семейства копул 
можно моделировать тяжелые хвосты распределений, 
часто встречающихся при рассмотрении финансовых 
данных. Другое семейство – экстремальные копулы – 
создано на основе одномерных законов распределения 
экстремумов. В качестве примера экстремальных копул 
можно привести копулы Галамбоса, Гамбела и Маршал-
ла–Олкина. В работе дальнейший анализ проводится  
на основе архимедовых копул и, в частности, будут рас-
смотрены и использованы копулы Гамбела–Хаугарда, 
Клейтона и Франка [15]. 

Архимедовы копулы [11].Пусть существует непрерыв-
ная, строго убывающая функция ߮(ݑ), где ݑ ∈ [0,1], 
߮ିଵ(ݐ) – обратная функция к функции ߮(ݑ). Введём новое 
обозначение ߮[ିଵ](ݐ), которое описывает псевдообратную 
функцию и характеризуется следующим соотношением: 
 

߮[ିଵ](ݐ) = ቊ
߮ିଵ(ݐ), для 0 ≤ ݐ < ߮(0)

0, для ݐ ≥ (ݑ)߮
� 

 
Тогда архимедовой копулой с генерирующей функци-

ей ߮ называют функцию ܥ௡: ௡ܫ ⟶  :определенную как ,ܫ
 

,ଵݑ)௡ܥ … , (௡ݑ = ߮[ିଵ]൫߮(ݑଵ) + ⋯ +  ൯(௡ݑ)߮
 
Данное отображение копулы справедливо только тогда, 

когда ߮ିଵ(ݐ) вполне монотонна на [0;  ∞). Функция ݃(ݐ) 
называется вполне монотонной на интервале ܬ, если она име-
ет на этом интервале производные всех порядков, которые 
меняют знак (−1)௞݃(௞)(ݐ) ≥ 0, ݐ∀ ∈ ,ܬ ∀݇ = 0,1,2, … . [15] 



БИЗНЕС. ОБРАЗОВАНИЕ. ПРАВО. ВЕСТНИК ВОЛГОГРАДСКОГО ИНСТИТУТА БИЗНЕСА,  2016,  февраль  №  1 (34). Подписные индексы – 38683, Р8683 

160 

Плотность архимедовых копул вычисляется по сле-
дующей формуле: 

 

,ଵݑ)݀ … , (௡ݑ =
߲௡ܥ௡(ݑଵ, … , (௡ݑ

ଵݑ߲ … ௡ݑ߲
 

 
Копула Гамбела–Хаугарда. Генератор данной копулы 

имеет следующий вид: ߮(ݐ) = (− ln ఈ(ݐ , где ߙ ≥ 1. Обрат-
ная генерирующая функция: ߮ିଵ(ݐ) = ଵݐ−൫݌ݔ݁ ఈ⁄ ൯. Таким 
образом, копулаГамбела-Хаугарда имеет следующий вид: 

 

ఈܥ
௡(ݑଵ, … , (௡ݑ = ߮ିଵ(ݐ), где ݐ = ෍(− ln ௜)ఈݑ

௡

௜ୀଵ

 

 
Введем новые обозначения ߚ = 1 ⁄ߙ ݔ , = ଵݐ ఈ⁄ , 

߮ିଵ(ݐ) = ݁ି௫. Характеристический многочлен ℎ௡(ݔ) зада-
ется рекуррентными соотношениями: ℎଵ(ݔ) = ,ݔ ℎ௡ାଵ(ݔ) =
 = (ݔ)ℎ′௡ݔߚ − ݔߚ) + ݊)ℎ௡(ݔ). Тогда плотность копулы 
Гамбела-Хаугарда определяется следующей формулой: 

 

,ଵݑ)݀ … , (௡ݑ = (ݔ)௡݁ି௫ℎ௡ିݐ௡ିଵ(ߙ−) ෑ(ݑ௜
ିଵ(−ln (௜)ఈିଵݑ

௡

௜ୀଵ

 

 
Копула Клейтона. Генерирующая функция данной ко-

пулы выглядит следующим образом: 
(ݐ)߮ = ఈିݐ) − 1) ⁄,ߙ  где ߙ ∈ [�−1, ∞)�. Соответственно, 
обратная ей функция: ߮ିଵ(ݐ) = (1 + ଵି(ݐ ఈ⁄ . В случае,  
когда ߙ > 0 →  ߮(0) = ∞ копула Клейтона является стро-
гой и принимает вид: 

 
ఈܥ

௡(ݑଵ, … , (௡ݑ = ଵݑ)
ିఈ + ⋯ + ௡ݑ

ିఈ + 1 − ݊)ିଵ ఈ⁄  
 
Плотность выражается следующей формулой: 
 

,ଵݑ)݀ … , (௡ݑ =
∏ ݇ߙ) − ߙ + 1)௡

௞ୀଵ

ݐ) + 1)ଵ ఈ⁄ ା௡(ݑଵ …  ௡)ఈାଵݑ

 
Копула Франка. Генератор имеет вид: ߮(ݑ) = 

= − ln ቀ௘షഀೠିଵ
௘షഀିଵ

ቁ. Обратная генерирующая функция: 

߮ିଵ(ݐ) = − ଵ
ఈ

ln൫(݁ିఈ − 1)݁ି௧ + 1൯. Таким образом, копула 
Франка принимает следующий вид: 

 

ఈܥ
௡(ݑଵ, … , (௡ݑ = ߮ିଵ(ݐ), где ݐ = ෍ − ln ൬

݁ିఈ௨೔ − 1
݁ିఈ − 1 ൰

௡

௜ୀଵ

 

 
Введем новые обозначения ߚ = ݁ିఈ − ݔ ,1 = 

= ௧݁)ߚ  + (ݐ)ଵ, ߮ିଵି(ߚ = ଵ
ఈ

ln(1 − -Характеристиче .(ݔ
ский многочлен ℎ௡(ݔ) задается рекуррентными соотно-
шениями: ℎଵ(ݔ) = ,ݔ ℎ௠(ݔ) = ଶݔ) −  В этом .(ݔ)ℎ′௠ିଵ(ݔ
случае, плотность копулы Франка определяется сле-
дующей формулой: 

 

,ଵݑ)݀ … , (௡ݑ =
(ݔ)௡ିଵℎ௡ߙ

∏ (1 − ݁ఈ௨೔)௡
௜ୀଵ

 

 
Существует несколько способов оценки копулярных 

моделей, которые могут быть проклассифицированы  
по следующим категориям: параметрические, полупа-
раметрические и непараметрические. Первый из пере-
численных классов представляет собой набор методов, 

основанных в первую очередь на параметризации част-
ных распределений и копул. К данному классу относят 
такие базовые подходы, как метод максимального прав-
доподобия и Inferencefor Margin («от частных распреде-
лений»). Ключевое отличие между указанными подхо-
дами представлено, прежде всего, последовательностью 
действий. В первом случае одновременной параметри-
зации подлежат как частные распределения, так и сама 
копула. Такой подход позволяет получить агрегиро-
ванную информацию по всем элементам сформирован-
ной копулярной модели. Во втором случае предполага-
ется, что параметризация будет проводиться последова-
тельно в два этапа, где первый включает в себя оценку 
частных распределений, а последующий – параметриза-
ция самой копулы. 

Полупараметрический подход схож с предыдущим, 
однако при оценке частных распределений от нас требует-
ся взаимодействие непосредственно с эмпирическими рас-
пределениями [10]. К непараметрическому подходу оцен-
ки копулярных моделей относят методы, основанные на 
оценке функции распределения эмпирической копулы и 
ядерных оценках. 

В связи с тем, что распределения финансовых пере-
менных характеризуются смещением и более тяжелыми 
хвостами, чем у нормального распределения, было решено 
воспользоваться ассиметричным распределением Стью-
дента. Его плотность задается следующей формулой: 

 

;௜ݖ)݂ ;ߣ (ߟ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ܾܿ ቆ1 +
1

ߟ − 2 ൬
ݖܾ + ܽ
1 − ߣ ൰

ଶ

ቇ

షആశభ
మ

, ݖ < −ܽ/ܾ

ܾܿ ቆ1 +
1

ߟ − 2 ൬
ݖܾ + ܽ
1 + ߣ ൰

ଶ

ቇ

షആశభ
మ

, ݖ ≥ −ܽ/ܾ

� 

 
где ܽ = ߣ4ܿ ቀఎିଶ

ఎିଵ
ቁ, 

ܾ = √1 + ଶߣ3 − ܽଶ, 

ܿ =
୻ቀആశభ

మ ቁ

ඥగ(ఎିଶ)୻ቀആ
మቁ

 , 

2 < ߟ < ∞ – число степеней свободы (хвостовой пара-
метр), 

−1 < ߣ < 1 – параметр смещения,  
Γ(ݔ) – гамма-функция. 
Для полноценного моделирования одномерных рас-

пределений рядов остатков требуется рассчитать хво-
стовой параметр и параметр смещения. Помимо этого 
при непосредственном формировании копул требуется 
оценить их параметры. В данной работе для достиже-
ния этих целей использовались метод максимального 
правдоподобия и алгоритм Метрополиса со случайным 
блужданием. 

Для создания совместного распределения при помо-
щи копулярных моделей в данном исследовании были 
использованы следующие валюты: доллар США (USD), 
евро (EUR), фунт стерлингов (GBP), канадский доллар 
(CAD), австралийский доллар (AUD). Такой выбор обу-
словлен составом валютных резервов Центрального 
Банка Российской Федерации. Использовались данные  
о курсах валют в период с 9 января 2008 года по 20 сен-
тября 2013 года, тем самым количество значений соста-
вило 1 436 каждой из валют. 
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Первичная обработка данных происходила в несколько 
этапов. В первую очередь было выполнено центрирование 
доходностей, что позволило устранить как эффект мас-
штаба, так и возможный тренд: 

 

௧ݎ = ln ௧ܲ

௧ܲିଵ
= ln ௧ܲ − ln ௧ܲିଵ ≈

௧ܲ − ௧ܲିଵ

௧ܲିଵ
, 

 
где ௧ܲ – значение курса валюты в момент времени ݐ.  
Как правило, в финансовых показателях присутствуют 

авторегрессия и гетероскедастичность, что, в свою оче-
редь, требует провести дальнейшую обработку данных. 
Поэтому далее был проведен подбор авторегрессионной 
модели первого порядка с условной гетероскедастично-
стью (AR(1); GARCH(1;1)). Модель AR(1) задается урав-
нением ݎ௧ = ଴ߙ + ௧ିଵݎଵߙ + ௧ߝ , где ݎ௧ – центрированная до-
ходность каждой из валют в момент времени ߝ ,ݐ௧  – белый 
шум, не коррелируемый со значением ݎ௧ିଵ, ߙ௜ – коэффици-
енты модели. Модель GARCH (1;1) задается уравнением 
ℎ௧ = ଴ߚ + ଵℎ௧ିଵߚ + ௧ିଵଶߝଶߚ , где ℎ௧ – условная дисперсия  
в момент времени t, ߚ௜  – коэффициенты модели. Получен-
ные оценки коэффициентов представлены в табл. 1. 

В качестве последнего шага на этапе первичной обра-
ботки данных было проведено нормирование рядов остат-
ков авторегрессии. Данное преобразование позволило  

перейти к анализу случайной составляющей временных 
рядов валютных курсов – белому шуму. Оно было произ-
ведено в соответствии со следующим уравнением: 

 
௧ݖ =

௧ߝ
ඥℎ௧

 

 
Таким образом, в результате первичной обработки 

данных были устранены тренд, эффект масштаба и класте-
ризация наблюдений, что демонстрируют рис. 1 и 2. 

 
Таблица 1 

Коэффициенты моделей AR(1) и GARCH(1;1) 

 CAD EUR USD GBP AUD 

 ଴ 3,37E-05 -8,58E-05 -0,00021 -8,31E-05 0,00017ߙ

 ଵ 0,053315 0,100763 0,071889 0,020175 -0,006663ߙ

 ଴ 7,08E-07 1,35E-06 1,39E-06 4,96E-07 1,01E-06ߚ

 ଵ 0,072842 0,159432 0,109915 0,056917 0,072908ߚ

 ଶ 0,913642 0,809398 0,86821 0,936469 0,909915ߚ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Центрированная доходность евро 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Временной ряд евро после применения моделей AR(1) и GARCH(1;1) 
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Далее требуется сформировать копулярные модели и 
оценить их в соответствии с параметрическим подходом, 
поэтому первоначально требуется смоделировать одно-
мерные распределения рядов остатков на основе асиммет-
ричного распределения Стьюдента. Расчет хвостового 
параметра и параметра смещения производился методом 
максимального правдоподобия (далее – ММП), а затем 
оценки улучшались при помощи алгоритма Метрополиса 
со случайным блужданием. Результаты представлены, 
соответственно, в табл. 2 и 3. 

 
Таблица 2 

Оценки параметров одномерных распределений (ММП) 

 CAD EUR USD GBP AUD 

 9,2 5,7 5,8 5,1 6,9 ߟ

 0,029- 0,019- 0,061 0,061 0,031 ߣ

 
Таблица 3 

Оценки параметров одномерных распределений  
(метод Метрополиса–Гастингса) 

 CAD EUR USD GBP AUD 

 8,965 5,746 5,831 5,148 6,892 ߟ

 0,024- 0,016- 0,059 0,06 0,032 ߣ

 
Перед тем как приступить к процедуре оценивания ко-

пулярных моделей, требуется сгенерировать ряды данных 
,ଵݑ … , -ହ, имеющих асимметричное распределение Стьюݑ
дента. При выполнении этой процедуры были использова-
ны хвостовые параметры и параметры смещения для каж-
дой из валют, найденные методом Метрополиса–
Гастингса. 

При выполнении алгоритма оценивания параметра ߙ ме-
тодом максимального правдоподобия, в качестве начального 
значения брались ߙ = 0 для копул Клейтона и Франка, ߙ = 1 
для копулы Гамбела-Хаугарда, тем самым было учтено огра-
ничение ߙ ≥ 1. Для упрощения расчетов было решено мак-
симизировать не функцию правдоподобия, а ее логарифм. 
Данное преобразование является монотонным, поэтому мак-
симум, как в первом, так и во втором случаях, будет дости-
гаться при том же значении параметра ߙ, тем самым не иска-
жая требуемый результат. Помимо этого в качестве альтерна-
тивы применялся байесовский подход с использованием 
алгоритма Метрополиса–Гастингса. Вычисленные значения 
параметра ߙ представлены в табл. 4. 

На заключительном этапе от нас требуется произвести 
оценку полученных моделей и выбрать наиболее соответ-
ствующую для формирования совместного распределения 
рассматриваемых валют и генерирования их прогнозных 
значений. Выбор будет осуществляться на основе теста 
Колмогорова–Смирнова, который предполагает проверку 
принадлежности эмпирического распределения к извест-
ному закону распределения, представленного выборочной 
функцией распределения: 

 
(ݔ)эмпܨ :଴ܪ =  .(ݔ)выбܨ

Принятие нулевой гипотезы происходит в случае, ко-
гда ܦ௡ < ߙ ఈ. При уровне значимостиܦ = 0,01 критиче-
ское значение ܦఈ = 0,06085. Статистика критерия для 
эмпирической функции распределения ܨэмп(ݔ) была рас-
читана в программной среде R для каждой из полученных 
моделей (табл. 5). 

 
Таблица 4 

Оценки параметров копул 

Метод Клейтона Франка Гамбела-
Хаугарда 

ММП 0,408 1,954 1,266 

Байесов-
ский 1,35 1,901 1,79 

 
Таблица 5 

Тест Колмогорова–Смирнова 

Оценки ММП Байесовские 

Копула Клей-
тона 

Фран-
ка 

Гамбела–
Хаугарда 

Клей-
тона 

Фран-
ка 

Гамбела–
Хаугарда 

 ௡ 0,0564 0,1366 0,1505 0,2272 0,1408 0,1268ܦ

ܲ 0,0206
7 

4,73E-
12 1,52E-14 2,20E-

16 
8,95E-

13 1,89E-10 

 
Из значений табл. 5 видно, что нулевая гипотеза от-

клоняется в большинстве случаев, так как ܦ௡ >  ఈ. Толькоܦ
для оценок, полученных ММП, копулы Клейтона ܦ௡ <  ,ఈܦ
что свидетельствует о принадлежности рассматриваемого 
распределения к исходной функции распределения – нуле-
вая гипотеза принимается. Помимо этого, следует заме-
тить, что для выбранной модели было получено наиболь-
шее значение ܲ = 0,02067. 

На основе копулы Клейтона оцененной методом 
максимального правдоподобия были сгенерированы 
выборки валют, состоящих из 30 наблюдений. Данный 
объем соответствует прогнозному интервалу 21 сентяб-
ря – 1 ноября 2013 года. На их основе, путем обратного 
пересчета, с использованием ранее рассчитанных моде-
лей AR(1) и GARCH(1;1) были получены прогнозные 
значения валют и сравнены с реальными за обозначен-
ный период. Среднеквадратические ошибки прогноза 
приведены в табл. 6. 

 
Таблица 6 

Среднеквадратические ошибки прогноза 

 
CAD EUR USD GBP AUD 

 0,595 1,921 0,384 1,2 0,299 ߪ

 
Из данных табл.6 следует, что наиболее приемлемый 

прогноз был получен для канадского доллара, амери-
канского доллара и австралийского доллара. В то же 
время для евро и фунта стерлингов значения ошибок 
оказались намного выше – 1,2 и 1,921. Графики про-
гнозных значений канадского доллара и фунта пред-
ставлены на рис. 3 и 4. 
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Рис. 3. Значения канадского доллара (CAD) 

Рис. 4. Значения британского фунта (GBP) 

Заключение 
Использование стандартных показателей линейной 

взаимосвязи и нормального распределения при решении 
задач оптимизации часто сопровождается рядом недостат-
ков. В связи с этим в последнее время набирают популяр-
ность копулярные модели, позволяющие сформировать 
совместные распределения случайных величин.  

В данной работе формировались копулярные модели на 
основе курсов валют. Параметры копул оценивались мето-
дом максимального правдоподобия и байесовским методом 

с использованием алгоритма Метрополиса–Гастингса. Вы-
бор одной из полученных моделей производился при по-
мощи теста Колмогорова–Смирнова. По его результатам 
наилучшей моделью стала копула Клейтона с параметром, 
оцененным ММП. Остальные копулы тест не прошли. Наи-
лучший прогноз был получен для канадского доллара,  
а наихудший для британского фунта. В целом, в рамках 
используемых инструментов был получен приемлемый ре-
зультат, и одним из способов его улучшения может стать 
использование других типов копулярных моделей. 
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