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Рассматривается ситуация, когда у объекта имеется 
система моделей, описывающих одни и те же аспекты про-
образа с «примерно одинаковой детализацией». В ситуации, 
когда имеется механизм непосредственной передачи инфор-
мации между этими моделями, такую систему моделей мы 
называем моделью-полиадой (варианты: модель-диада, мо-
дель-триада и др.). В этих условиях особую роль приобрета-
ет интерфейсный компонент между разными компонентами 
модели-полиады. Сознательное использование моделей-по-
лиад позволяет в рамках одного исследования использовать 
аппарат различных теорий, что существенно повышает воз-
можности анализа и исследования прототипа.

We examine the situation where the object has a system of 
models that describe the same aspects of a prototype «with near-
ly the same detail». In a situation where there is a mechanism 
of direct transfer of information between these models, such 
system model is called a model-polyads (option: model-dyad, 
model-triad, etc.). Under these conditions, the interface compo-
nent between different components of the models-polyads plays 
a special role. Conscious use of models-polyads allows using 
the device of various theories in one study, which significantly 
increases the possibility of analysis and research of prototype.

Ключевые слова: модели, моделирование, теория моде-
лирования, методика обучения математике, адекватность 
модели, характеристики адекватности, оценка адекват-
ности, наглядность моделей, модель-диада, модель-триа-
да, модель-полиада.

Keywords: models, modeling, modeling theory, methodolo-
gy of teaching mathematics, adequacy of the model, character-
istics of adequacy, adequacy assessment, visibility of models, 
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Введение
Моделирование уже давно применяется не только в фи-

зике и инженерных науках, но и в экономике, социологии, 
биологии и др. [1; 2; 3]. Большое внимание уделяется ис-
пользованию моделирования в процессе обучения [4; 5; 6; 7],  
осмыслению процесса моделирования [8]. В результате ис-
следований накоплено большое число моделей, некоторые 
из которых описывают одни и те же особенности исследу-
емого объекта, но сформулированы в терминах различных 
теорий. Можно посмотреть на ситуацию и иначе. Мно-
гие математические конструкции имеют несколько типо-
вых способов их задания. Например, в теории отношений  
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при изучении отношений на множестве M рассматривают-
ся, во-первых, собственно отношения, понимаемые как под-
множество декартовой степени множества M, то есть под 
n-местным отношением P понимается P ⊆ M × M × ... × = M n,  
во-вторых, отношение часто задается предикатом, понимае-
мым как высказывание о субъекте, представляющем собой упо-
рядоченную n-ку элементов из M, которое мы называем пре-
дикатом-высказыванием, в-третьих, отношение может быть 
задано функцией с областью определения M × M × ... × = M n  
и областью значений, состоящей из двух элементов, в ка-
честве которых обычно рассматриваются {0; 1}, {И; Л},  
{истина; ложь}, {true; false}, {t; f}. Систему существенно 
различных моделей, описывающих один и тот же аспект  
изучаемого объекта при выполнении некоторых допол-
нительных ограничений мы назвали моделью-полиадой.  
Многолетний опыт обучения, использующего целенаправ-
ленное применение моделей-полиад, показал большой дидак-
тический и исследовательский потенциал моделей-полиад, 
необходимость развития соответствующего научного аппара-
та. Цель данной работы состоит в изучении моделей-полиад,  
то есть ситуации, когда существует нескольких способов за-
дания объектов и ситуации, когда одни и те же аспекты ис-
следуемого объекта исследуются существенно различными 
моделями. В работе решены следующие задачи: 1) форма-
лизация моделей-полиад; 2) представление и изучение при-
меров, когда математические объекты могут быть представ-
лены в форме моделей-полиад; 3) выявление дидактического 
и исследовательского потенциала рассматриваемой ситу-
ации, представление учебно-методического обеспечения, 
использующего дидактические и учебно-исследовательские 
возможности моделей-полиад. 

Основная часть
Наша теория моделирования [9; 10] основана на фор-

мально-конструктивной трактовке модели, идея которой 
кратко представлена на рис. 1. 

Рис. 1. Иллюстрация к формально-конструктивной  
трактовке модели

Под моделью мы понимаем систему из двух компо-
нентов: интерфейсной (обеспечивающей обмен информа-
цией между прототипом и образом) и модельно-содержа-
тельной (формализующей образ), подробнее см. [9; 11].  
Особенность нашей трактовки модели состоит в том, 
что, во-первых, она не включает в себя требование «по-
хожести» образа на прототип (представленное, напри-
мер, фразой «изучение модели дает новую информацию 
об исследуемом объекте»), во-вторых, механизм обмена 
информацией между образом и прототипом (названный 
«интерфейсным компонентом модели») включен непо-
средственно в определение модели (полностью опреде-
ление приведено в [9; 11]). Интерфейсный компонент 
может быть основан на описании переменных, обозначе-
ний рисунка (обычно приведенных в подписи к рисунку), 
правил интерпретации элементов образа (поза централь-
ной фигуры на картине символизирует…) и др. На наш 
взгляд, например, уравнение нельзя назвать моделью ка-
кого-то объекта, пока не указана интерпретация состав-
ляющих этого уравнения. 

Обычно от модели требуется, чтобы она адекватно от-
ражала определенные особенности прототипа. Однако нам 
представляется, что включать это требование в определе-
ние модели нецелесообразно, удобнее оказалось вынести 
этот вопрос в отдельный раздел теории моделирования, на-
званный нами теорией адекватности, некоторые основные 
идеи которой представлены на рис. 2.

Рис. 2. Иллюстрация к понятию «адекватность модели»

Характеристики адекватности, значениями которых яв-
ляются оценки адекватности, сопоставляют паре моделей 
некоторую оценку уровня различий между ними. Напри-
мер, при аппроксимации функции адекватность аппрок-
симации обычно оценивается с помощью различных норм  
и метрик, в частности, норм пространств Cn[a; b], CLn[a; b] 
и т. д. Проведение контрольной работы на учебном заня-
тии можно рассматривать как процедуру оценки адекватно-
сти результатов обучения. В этом случае оцениваемая мо-
дель представлена результатами деятельности обучаемых  
по выполнению контрольных заданий, эталонная модель за-
дана набором знаний и умений (и, возможно, навыков), вла-
дение которыми должен продемонстрировать обучаемый, 
критерии оценки и условия выполнения работы определя-
ют конкретный способ измерения характеристики адекват-

ности. При оценке сочинения учитель обычно выставляет 
две оценки: за содержание и за грамотность. Первая оценка 
отражает уровень передачи авторской мысли (учащегося, 
критика или, допустим, автора произведения, творчество 
которого обсуждается в сочинении), оценку «за содержа-
ние» мы считаем частным случаем оценки достоверности 
модели. В оценке «за грамотность» отражается точность 
следования формальным, грамматическим правилам: со-
блюдение орфографии, пунктуации, правил построения 
предложений и др., безотносительно к содержанию сочи-
нения. Определения уровня следования таким формальным 
требованиям мы считаем оценкой корректности модели.

Отметим два момента. Во-первых, здесь, на рис. 2, сло-
во «эталонный» не должно ассоциироваться с понятия-
ми «хороший», «высококачественный» и др. Например,  
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если за эталон берутся результаты эксперимента, надо учесть, 
что могла быть неверна методика измерений, возможна не-
исправность аппаратуры, непредусмотренные условиями 
эксперимента воздействия (допустим, присутствовали ви-
брации, не замеченные экспериментатором) и др. Во-вторых,  
со временем могут поменяться роли эталонной и оцениваемой 
моделей. На этапе формирования и обоснования закона со-
хранения энергии эталонные модели были представлены ре-
зультатами разнообразных экспериментов. Но после того как  
этот естественнонаучный закон был признан научным сооб-
ществом, именно его выводы признаются в качестве эталона. 
Теперь при обнаружении «утечки» энергии исследователь 
обязан обнаружить неучтенный процесс, на осуществление 
которого была затрачена «исчезнувшая» энергия. 

В теории адекватности [10] аксиоматически формали-
зуется оценивание адекватности, позволяется определять 
четкие правила и законы моделирования. Отметим, что  
в теории моделирования все рассматриваемые объекты яв-
ляются либо моделями, либо их компонентами.

Модели-диады, модели-триады,  
модели-полиады

Наличие нескольких моделей одного и того же объекта 
обычно связано с одним из двух обстоятельств. Во-первых, 
разные модели могут отражать различные аспекты, грани, 
«срезы» рассматриваемого объекта, скажем, экономиче-
ский и технологический его аспекты, особенности истории 
его возникновения, функционал, эргономику и др. Во-вто-
рых, разные модели могут отражать одни и те же особен-
ности прототипа, но делать это с использованием аппарата 
различных теорий (см. рис. 3 а). В последнем случае это 
может существенно расширить возможности по изучению 
и использованию возможностей моделируемого объекта, 
реализовывать такие его преобразования, которые в рам-
ках одной модели было бы затруднительно осуществить. 
Обычно при использовании разных моделей, отражающих 
одни и те же особенности прототипа, между образами уста-
навливаются связи, обеспечивающие обмен информацией 
между этими объектами (см. рис. 3 б). 

                                                      а)             б)
Рис. 3. Иллюстрация к понятию «модель-полиада»

Систему из элементов «Образ1-Интерфейс-Образ2» мы бу-
дем называть моделью-диадой. Если моделей было не две, 
а три, то мы будем говорить о модели-триаде, а при другом 
числе моделей в общем случае о модели-полиаде. Например, 
векторная алгебра представлена в виде модели-триады, компо-

нентами которой являются векторно-геометрическая (опериру-
ющая с направленными отрезками), векторно-символическая 
(представленная формулами вида   
и координатная модели (см. рис. 4 и электронное интерак-
тивное пособие [12, файл 00AnalGeom.pdf]). 

Рис. 4. Векторная алгебра как модель-триада

Нами на основе издательской системы LaTeX и паке-
та расширения acrotex разработана система генерирования 
именных индивидуальных интерактивных домашних за-
даний, основанных на идее изучения векторной алгебры  
и аналитической геометрии как модели-триады.

Изучение математических объектов  
как моделей-полиад

Многие математические объекты, изучаемые как  
в школьном курсе математики, так и различных разде-
лах высшей математики, фактически представляют собой  

модели-диады, модели-триады и, в общем случае, моде-
ли-полиады. Рассмотрим некоторые дидактические аспек-
ты изучения таких объектов, как модели-полиады. 

I. Приоритетное внимание к интерфейсу обмена 
информацией между компонентами модели-полиады.  
Например, проблемы с усвоением комплексных чисел, 
на наш взгляд, во многом связаны с тем, что эта алгебра 
в учебниках представлена в виде модели-квадриады, со-
стоящей из: 1) алгебры многочленов от переменной i 
(в радиоэлектронике вместо нее применяется буква j) 
с дополнительным определяющим отношением i2 = –1;  
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2) комплексной плоскости; 3) алгебры упорядоченных пар 
с поэлементным сложением и умножением, заданным фор-
мулой (a; b)(c; d) = (ac – bd; ad + bc); 4) алгебры матриц 

вида . Обычно это представление является неяв-

ным, в результате чего, во-первых, в недостаточной мере 
оказываются усвоенными операции комплексной пло-
скости и, во-вторых, у обучаемых нередко недостаточно 
сформировано умение использовать интерфейсные ком-
поненты между перечисленными составляющими данной 
модели-квадриады.

II. Модели-полиады как инструмент обучения постро-
ению модели. Целенаправленное построение и изучение 
модели-полиады можно рассматривать как один из спо-
собов обучения моделированию. В самом деле, процесс 
формирования компонента модели-полиады представля-
ет собой классический пример построения модели, более 
того, в практике математической деятельности каждый  
из компонентов модели-полиады попеременно выступает 
то в качестве прототипа, то в качестве образа (то есть «моде-
ли» в традиционном понимании). Например, с одной сторо-
ны, утверждение о том, что длины катетов прямоугольного 
треугольника равны x и y, а гипотенуза равна z, на язык ра-
венств переводится с помощью теоремы Пифагора x2 + y2 = z2,  
с другой стороны, если было задано данное равенство, 
можно интерпретировать величины x, y, z как длины соот-
ветствующих сторон прямоугольного треугольника. 

III. Применение моделей-полиад к изучению математи-
ческих объектов. Применение моделей-полиад мы обычно 
иллюстрируем аналогией: как высоко тренированный че-
ловек сможет подняться по одиночной достаточно высо-
кой плоской стене без использования подручных средств? 
По-видимому, высшая точка определяется тем, как высоко 
он сможет допрыгнуть. А вот если рядом на подходящем 
расстоянии находится другая стена, параллельная исходной 
(олицетворяющая собой другой компонент модели-диады), 
то тренированный человек может подняться очень высоко.

Примером использования модели-диады, представлен-
ной теоремой об изоморфности линейного пространства 
линейных операторов и линейного пространства матриц 
соответствующей размерности, является доказательство те-
оремы о существовании для любой симметричной матрицы 
S такой ортогональной матрицы T, что T tST является диа-
гональной матрицей. Сначала рассматривается евклидово 
пространство соответствующей размерности с ортонорми-
рованным базисом B, S интерпретируется как матрица ли-
нейного оператора Ŝ. Ее симметричность интерпретируется 
как самосопряженность оператора Ŝ, откуда следует нали-
чие ортонормированного базиса B’ из его собственных век-
торов. Значит, матрица D оператора Ŝ в базисе B’ является 
диагональной. Пусть T — матрица перехода из ортонорми-
рованного базиса B в ортонормированный базис B’. По те-
ореме о координатах матрицы оператора в разных базисах  
D = T–1ST. Обозначим через  линейный оператор, пере-
водящий базис B в базис B’. В силу ортонормированности 
этих базисов линейный оператор  является ортогональ-
ным, то есть , откуда по теореме об изоморфности 
линейного пространства линейных операторов и простран-
ства матриц T–1 = T t, откуда получаем требуемое равенство 
D = T tST. В процессе этого доказательства неоднократно 
осуществлялся переход от одного компонента модели-ди-
ады к другому и обратно. Для того чтобы студенты могли 

хотя бы воспринять это доказательство (не говоря о воз-
можности их активного участия в процессе его создания), 
необходимо, чтобы использование интерфейсного компо-
нента было доведено практически до автоматизма. Поэто-
му целесообразно изучать линейную алгебру на примерах, 
использующих различные линейные пространства, исполь-
зовать в ходе решения переходы в арифметическое линей-
ное пространство и обратно [13; 14; 15]. Более того, именно 
эта модель-диада доставляет основную идею курса линей-
ной алгебры, вычислительный аппарат которой создает-
ся только для арифметического линейного пространства.  
Таким образом, главной целью развития теории линейных 
пространств является, во-первых, создание и изучение но-
вых конструкций (подпространство, базис, скалярное про-
изведение, линейный оператор и др.), во-вторых, формиро-
вание типового представления этих конструкций в ариф-
метическом линейном пространстве (столбец или строка 
координат вектора, матрица линейного оператора, задание 
линейного пространства системой уравнений или в виде 
линейной оболочки базиса и др.). Это позволяет вовлекать 
студентов в планирование процесса изучения линейной ал-
гебры, выбор направлений учебного исследования, оцен-
ку перспективности этих направлений, постановку целей, 
оценку уровня адекватности создаваемых моделей.

IV. Применение моделей-полиад к оценке адекватно-
сти моделей. Например, нередко изложение теории линей-
ных пространств ориентировано только на использование 
арифметического линейного пространства Rn. Но тогда, 
например, совершенно непонятна задача ортогонализации 
базиса: зачем выбирать какой-то нелепый базис и потом его 
долго и нудно ортогонализировать, если естественный ба-
зис арифметического линейного пространства Rn уже впол-
не прекрасен — ортонормирован, легко находятся коорди-
наты вектора и др.? Вопросы исчезают, когда выясняется 
«косоугольность» естественного базиса {x0, x, x2} (векторы 
считаются упорядоченными) линейного пространства мно-
гочленов степени не выше 2 со скалярным произведением, 
например, (p(x), q(x)) = ∫ f(x)g (x)dx.

Нередко ограничиваются подробным рассмотрением 
только одной из этих моделей, упоминая другие только 
«скороговоркой», до предела сокращая описание процеду-
ры перехода от одной модели к другой. Помимо того,  
что такой характер изучения учебного материала созда-
ет дополнительные трудности, не удается использовать 
возможности по обучению моделированию (построению 
моделей, анализу адекватности получаемых результатов, 
совместному использованию аналитического аппарата  
каждой из компонент) для решения задач. 

V. Модели-полиады как средство обучения формиро-
ванию типовых способов задания объектов. К математи-
ческим феноменам относятся также преобразования мате-
матических объектов. Многие преобразования, например 
произведение матриц, может быть задано алгоритмом,  
а может — формулой. Поэтому в разработанных нами 
индивидуальных домашних заданиях, предназначенных  
для организации самостоятельной работы студентов, обу-
чение переходу от одного способа задания преобразования 
к другому осуществляется с помощью именных индивиду-
альных интерактивных заданий в тестовой форме (с ком-
пьютерной проверкой результатов, вопросам применения 
информационных технологий посвящена, например, рабо-
та [16]). Пример результата работы одного из генераторов 
заданий представлен на рис. 5 (см. стр. 271). 



271

BUSINESS. EDUCATION. LAW. BULLETIN OF VOLGOGRAD BUSINESS INSTITUTE, 2018, february № 1 (42). Subscription indices – 38683, Р8683

Рис. 5. Пример задания, рассчитанного на формирование умения преобразовывать информацию  
между заданием преобразования формулой и заданием алгоритмом

Изучение математических объектов как моделей-поли-
ад позволяет применять их для контроля адекватности ис-
пользуемых и создаваемых моделей, периодически решая 
задачу несколькими способами, основываясь на разных мо-
делях, являющихся компонентами модели-полиады.

Во многих случаях целесообразно не воспроизводить 
решение, основанное на другой компоненте модели-поли-
ады, а применять компоненты модели-полиады только для 
контроля проверки результата.

VI. Модель-полиада как инструмент управления нагляд-
ностью моделей. Интуитивно ясно, что более наглядная 
модель требует меньше времени и сил для ее восприятия  
и преобразования. Например, известно, что во многих слу-
чаях геометрический метод решения задач «с параметрами» 
намного проще и легче решения алгебраическим методом. 
Время и усилия, затрачиваемые на преобразование модели, 
можно трактовать как частные виды ресурса. Поэтому изме-
рение уровня наглядности и сравнение моделей по наглядно-
сти естественно осуществлять с помощью оценок объема ре-
сурсов, требуемых для создания или восприятия этой модели 
и ее преобразования к требуемому виду. В [11] предложена 
следующая трактовка наглядности: наглядность понимает-
ся как сравнительная характеристика (то есть модель может 
быть либо более наглядной, либо менее наглядной), причем 
вывод о большей наглядности модели делается на основании 
сравнения расхода определенного вида ресурсов на выпол-
нение определенного преобразования модели. Утверждает-
ся, что если две модели сравниваются по уровню нагляд-
ности, то можно определить такой интерфейс между ними  
и характеристики адекватности таким образом, что сравни-
ваемые модели можно рассматривать как компоненты неко-
торой модели-диады (см. рис. 3 на стр. 269). 

В процессе деятельности нередко происходит измене-
ние субъекта деятельности, причем в учебной деятельности 

изменение субъекта (обучаемого) является приоритетной 
целью. Вследствие субъективности понятия «наглядная мо-
дель» это может привести к перестройке иерархии нагляд-
ных моделей. Поэтому могут получаться различные резуль-
таты сравнения по наглядности. Например, студенту, недо-
статочно владеющему аппаратом «школьной» геометрии,  
но имеющему необходимые навыки выполнения алгебраиче-
ских преобразований, векторно-символическая и координат-
ная модели могут представляться более наглядной моделью, 
чем векторно-геометрическая модель, хотя представление 
объекта в виде рисунка обычно считается более наглядным. 
Но если в результате обучения студент освоит векторную ал-
гебру, ситуация может измениться. Таким образом, оценки 
уровня наглядности и результаты сравнения по наглядности 
зависят от характера и темпов развития субъекта деятельно-
сти, в особенности учебной деятельности. 

Заключение
Таким образом, во-первых, понятие модели-полиады 

удачно формализует ситуацию, когда одни и те же аспекты 
изучаемого объекта описываются системой существенно 
различных моделей. Во-вторых, указанная ситуация часто 
встречается в математических исследованиях и учебных 
курсах математики. В-третьих, целенаправленное примене-
ние моделей-полиад: а) обеспечивает боль шие возможно-
сти для исследования и для организации и осуществления 
процесса обучения, рационального изменения акцентов 
в обучении; б) предоставляет дополнительные средства  
и методы контроля адекватности результатов исследова-
ния (в том числе учебного), поскольку использование мо-
делей-полиад позволяет в рамках одного исследования ис-
пользовать аналитический аппарат существенно различных 
теорий; в) позволяет улучшать контроль процесса и резуль-
татов обучения.
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