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МОДЕЛЬ МОБИЛИЗАЦИИ НАЛОГОВЫХ ПЛАТЕЖЕЙ

MODEL OF MOBILIZATION OF TAX PAYMENTS

08.00.13 – Математические и инструментальные методы экономики
08.00.13 – Mathematical and instrumental methods of economics

Предложен новый метод оценки уровня мобилизации  
и оптимального управления вовлечением населения в систе-
му налогообложения при четких и нечетких условиях. Опре-
делено понятие эффективного и неэффективного управле-
ния. Разработаны математические модели мобилизации 
налоговых сборов, основанные на аппарате линейных диф-
ференциальных и разностных уравнений. Предложен новый 

метод оценки коэффициентов данных уравнений, раскры-
вающий существо этих коэффициентов. Проведен ана-
лиз изменения доли добросовестных налогоплательщиков  
в зависимости от значений параметров уравнений, описы-
вающих процесс оплаты налогов. Показано моделирование 
составляющих доли добросовестных налогоплательщиков, 
сводящееся к задаче целочисленного программирования.
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A new method for estimating the level of mobilization and 
optimal management of population involvement in the taxation 
system under clear and fuzzy conditions is proposed. The con-
cept of effective and ineffective management is defined. Mathe
matical models of mobilization of tax collections based on the 
apparatus of the linear differential and difference equations are 
developed. A new method for estimating the coefficients of these 
equations is proposed, which reveals the essence of these co-
efficients. The analysis of the change in the share of bona fide 
taxpayers is performed depending on the values of the param-
eters of the equations describing the process of paying taxes.  
The modeling of the proportion of conscientious taxpayers  
is shown, coming down to the problem of integer programming.

Ключевые слова: модель мобилизации, разностная мо-
дель, система, налоговые сборы, налоги, налогоплательщи-
ки, параметры уравнения, оптимальное управление, нечет-
кие числа, устойчивость, стимулирование.

Keywords: mobilization model, differential model, system, 
tax collection, taxes, taxpayers, equation parameters, optimum 
control, indistinct numbers, stability, stimulation.

Введение
Налоговая система является наиболее активным рыча-

гом государственного регулирования социально-экономи-
ческого развития общества. Поэтому проблема мобилиза-
ции населения на оплату налогов является одной из самых 
важных в нашей стране. Особую актуальность она при-
обретает в условиях реформирования налоговой системы  
для разработки эффективного механизма обеспечения ста-
бильности налоговых поступлений.

Известно много математических моделей налоговой 
сферы [1; 2; 3; 4], но они не затрагивают вопросы мо-
билизации налогоплательщиков. Классические модели 
мобилизации населения [5; 6; 7; 8] рассматривают упро-
щенную разностную модель в условиях четкой инфор-
мации. Однако для области сбора налогов характерна 
неопределенность информации о параметрах модели  
и массовость изучаемых процессов (уже с регионального 
уровня). Это вызывает необходимость разработки новых 
математических методов и моделей мобилизации нало-
говых платежей. 

Цель предлагаемой работы заключается в разработ-
ке модели мобилизации налоговых платежей в различных 
информационных условиях. Для разработки такой модели  
в данной работе решены следующие задачи:

1)  разработан новый метод оценки уровня мобилиза-
ции и оптимального управления вовлечением населения  
в систему налогообложения при четких и нечетких условиях;

2)  определено понятие эффективного и неэффективно-
го управления сбором налогов;

3)  разработаны модели мобилизации налоговых сбо-
ров, основанные на аппарате линейных дифференциальных 
и разностных уравнений;

4)  предложен новый метод оценки коэффициентов данных 
уравнений, раскрывающий существо этих коэффициентов;

5)  исследовано изменение доли добросовестных на-
логоплательщиков в зависимости от значений параметров 
уравнений, описывающих процесс оплаты налогов; 

6)  показано, что моделирование составляющих доли 
добросовестных налогоплательщиков сводится к задаче це-
лочисленного программирования.

Данная работа является развитием методов и моделей сти-
мулирования качества обучения через систему поощрений, 
порицаний и согласования интересов [9; 10; 11; 12; 13; 14] при-
менительно к проблеме мобилизации налогоплательщиков.

1. Построение дифференциальной модели  
изменения доли добросовестных налогоплательщиков

Допустим, процесс изменения доли добросовест-
ных налогоплательщиков рассматривается на некотором 
участке Δ, который будем называть основным промежут-
ком. Разобьем этот участок на N частичных промежутков  
Δn = [tn, tn+1], где n = 1, N. Примем за единицу общее коли-
чество налогоплательщиков.

В дальнейшем будем использовать сокращение: ДН — 
добросовестные, НН — недобросовестные налогоплатель-
щики, ДДН — доля добросовестных, ДНН — доля недо-
бросовестных налогоплательщиков. 

Пусть в данный момент времени t ДДН будет P(t). Тогда 
за время Δt (Δt ⊆ Δn) P(t) либо увеличивается, либо умень-
шится. Эта доля увеличивается тем больше, чем больше 
ДН, и ДДН уменьшается при уменьшении числа ДН. В пер-
вом случае P(t) увеличивается тем больше, чем будет боль-
ше ДНН 1-P(t), которые за Δt заплатили налоги, то есть ста-
ли ДН. Таким образом, изменение P(t) представляет собой 
некоторую функцию, зависящую от 1-P(t) и Δt. По анало-
гии с [10, с. 959] наиболее простая зависимость:

α(1-P(t)) × Δt ,                                 (1)

где α — постоянная величина, α > 0. 
Такое допущение оправдано, поскольку в первом слу-

чае P(t + Δt) представляет собой часть НН 1-P(t), которые 
за промежуток Δt заплатили налоги, и эта часть тем больше, 
чем больше промежуток Δt. 

Во втором случае, в случае уменьшения P(t), когда  
за время Δt часть ДН превратилась в НН, данное изменение 
имеет вид:

–γ × P(t)Δt,                                   (2)

где γ — постоянная величина, γ > 0. 
Известны разные методики оценки коэффициентов  

α и γ. В простейшем случае эти коэффициенты опреде-
ляются как средние арифметические соответствующих 
статистических данных или через начальные условия  
и дополнительно заданные условия x1 = x(t1), x1 — за-
данное значение исходной функции x(t) при t1 ≠ t0 (t0 — 
начальный момент времени). В работе [9, с. 319–320]  
для модели оптимального управления резервными сред-
ствами в учебном процессе коэффициенты α и γ харак-
теризуются интервальными оценками (доверительны-
ми интервалами) выборочных средних при доверитель-
ной вероятности β, сколь угодно близкой к единице.  
В [10, с. 957–959] при аналогичной модели α и γ опре-
деляются через средние значения, рассматриваемые как 
нечеткие числа, для которых используются треугольные 
представления, значения всех других величин также рас-
сматриваются как треугольные представления соответ-
ствующих нечетких чисел. В работе [13, с. 232] для схожей 
задачи мобилизации средств эти коэффициенты вычисля-
ются с использованием метода наименьших квадратов. 

Для определения коэффициентов α и γ предложим сле-
дующий метод. 
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Рассмотрим основное тождество: 

 ,

где R(t) — доля P(t) (ДДН), которая сохранила за вре-

мя Δt статус ДН,  — доля НН, которые за Δt

заплатили налоги и стали ДН,  — ДДН, кото-

рые за Δt прекратили платить налоги и стали НН.
Положим Pn = P(t), Pn+1 = P(t + Δt), Rn = R(t). С учетом запи-

санного тождества коэффициент α определим как выбороч-
ную среднюю для выборки {xn|xn = (Pn+1 – Rn)/(1 – Pn) × Δn},  
где n = 1,N . Коэффициент γ определяется как средняя вы-
борочная для выборки {xn|xn = (Pn – Rn)/Pn × Δn}, n = 1,N .  
В этом случае P(t + Δt) является частью P(t) — ДН, кото-
рые за время Δt стали НН, причем эта часть тем больше,  
чем больше Δt.

Изменение ΔP(t) величины P(t) за время Δt будет равно:

ΔP(t) = P(t + Δt) – P(t) = α(1 – P(t))Δt – γP(t)Δt.       (3) 

Разделив это равенство на Δt и устремив Δt к нулю, 
получим:

.

Отметим, что внутри и в левой границе каждого n-го 
промежутка функция ДДН дифференцируема, поскольку 
указанный предел существует независимо от способа стрем-
ления Δt к нулю. Следовательно, P′(t) = α(1 – P(t)) –– γP(t).  
Преобразуем данное равенство к виду:

P′(t) + (α + γ)P(t) – α = 0.                        (4)

Отметим, что при более сложных зависимостях (1) и (2) 
могут быть более сложные дифференциальные уравнения, 
решаемые, в частности, численными методами. Рассмотре-
ние таких зависимостей представляет самостоятельный ин-
терес и выходит за рамки данной работы.

Находим решение уравнения (4):

.                      (5)

Пусть t0 — начальный момент времени и P(t0) = P0, тогда

, откуда 

и .                (6)

Формула (6) выражает ДДН в момент времени t. Решение 
устойчивое [9, с. 323–324]. При интервальной оценке [9, с. 320]  
α1 ≤ α ≤ α2 и γ1 ≤ γ ≤ γ2 уравнение (6) справедливо в прямо
угольнике: α1 ≤ α ≤ α2 и γ1 ≤ γ ≤ γ2. Фиксируем t0, t, P0, тогда P 
зависит от α и γ. Возникает задача определения промежутка 
изменения P. Достаточно решить оптимизационную задачу 
нелинейного программирования (например, численными ме-
тодами) в прямоугольнике α1 ≤ α ≤ α2 и γ1 ≤ γ ≤ γ2. В этом слу-
чае P заключено между своими минимальным и максималь-
ным значениями в указанном прямоугольнике.

При нечетком описании коэффициентов α и γ левая часть 
уравнения (6) описывается парой чисел ⌊P(1), P(2)⌋, соответ-
ствующих левой и правой границам α и γ. В этом случае ана-
лиз соответствия полученной оценки ⌊P(1), P(2)⌋ допустимому 
уровню осуществляется аналогично тому, как это показано  
в [10, с. 958–960] для резерва оценок в учебном процессе. 

При  < 0 функция P(t) — возрастающая вы-

пуклая вверх функция. При  > 0 функция P(t) — 

убывающая выпуклая вниз. Можно показать, что линия

 будет горизонтальной асимптотой. Кроме того, 

очевидно,  при t → 0

и P(t) → P0 при t → t0. 
Графики функций показаны на рис. 1, 2.

Рис 1. Возрастающая выпуклая вверх функция Рис. 2. Убывающая выпуклая вниз функция
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Если P(t) — ДДН, то увеличение P(t) связано с упла-
той налогов (см. рис. 1 на стр. 100), а уменьшение — 

с неуплатой (см. рис. 2 на стр. 100). Условие P(t0) <  

определяет предельную границу возрастания .

При условии P(t0) >  эта граница соответствует

предельному снижению ДДН. 

2. Построение разностной модели  
доли добросовестных налогоплательщиков

Во многих ситуациях целесообразно рассматривать из-
менение ДДН в фиксированные моменты времени, отлича-
ющиеся друг от друга на временной промежуток Δt. Пусть 
tn+1 = tn + Δt, P(n) = P(tn), n = 0,2,K, k.

Разностная модель построена в [9, с. 321] для оценки каче-
ства обучения: ΔP(tn) = P(tn + Δt) – P(tn) = α(1 – P(tn)) – γP(tn).

Решение разностного уравнения, аналогичное решению (6), 
будет иметь вид:

,          (7)

где n0 — начальное значение аргумента и P(n0) = P0. Не нару-
шая общности, будем считать, что n0 = 0. Если это не так —  
осуществляем сдвиг по горизонтальной оси. Решение будет 
устойчивое [9, с. 323–324].

Возможны следующие случаи соотношения 
параметров:

1)  α + γ > 1, P0 > , тогда функция P(n) имеет колеба-

тельный характер вокруг оси . При (α + γ) – 1 < 1 — 

затухающий процесс колебаний (см. рис. 3), при  
(α + γ) – 1 > 1 амплитуда колебаний возрастает. На рис. 3 

показана стабилизация ДДН около значения ;

2)  α + γ > 0, P0 < , P(n) имеет колебательный ха-

рактер (см. рис. 4). Рассуждения такие же, как и в пер-
вом случае;

3)  в случае α + γ = 0 зависимость  — прямая 
линия;

4)  α + γ < 1, P0 < 
 
(P0 > ). В этом случае P(n) 

возрастает (убывает), приближаясь снизу (сверху) к линии

 (см. рис. 5, 6). Содержательная трактовка такая же, 

как и для графиков на рис. 1, 2.
Рассмотрим пример. Пусть P(n)  — ДДН в начале каждо-

го месяца, начиная с сентября и заканчивая февралем, то есть 
n = 1,6. Пусть α = 0,3; γ = 0,4; P0 = 0,3. Тогда имеем четвертый

случай соотношения параметров, причем  = 0,4286.

Тип графиков показан на рис. 5. 

Рис. 3. Затухающий колебательный процесс Рис. 4. Колебательный процесс

Рис. 5. Увеличение сбора налогов Рис. 6. Снижение сбора налогов
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Значения P(n) вычисляются по формуле (7) и по меся-
цам, показаны в таблице.

Таблица
Значения доли населения, заплатившей налоги P(n)

№ месяца 1 2 3 4 5 6
значение P(n) 0,39 0,417 0,425 0,4276 0,4283 0,4285

Значения P(n) оказались почти одинаковыми вслед-

ствие того, что в данном примере  сравнительно мало

отличается от P0. Таким образом, ДДН с каждым месяцем 
немного возрастает. При значительном отличии значения 
P(n) тоже будут достаточно разными. 

3. Оптимальное планирование доли  
добросовестных налогоплательщиков

При планировании ДДН возникает задача определения 
времени t, для которого P(t) = P. Искомое время определя-
ется для непрерывного случая из уравнения (6): 

.        (8)

Для дискретного случая равенство (8) при α + γ < 1 за-
пишется в виде:

,    (9)

здесь [ ] обозначает целую часть числа.

Другая задача заключается в отыскании ДДН P0 в на-
чальный момент времени для данного значения P и решает-
ся также с использованием уравнения (6):

.             (10)

Для дискретного случая:

.    (11)

Вернемся к рассмотренному примеру. Зададим  
P(n) = 0,427. Из формулы (7) определим соответствующий 
месяц n = 4. Соответствующее значение P0 = 0,23. Таким 
образом, при уменьшении P(4) до значения 0,427 начальное 
ДДН должно быть уменьшено до 0,23.

Формулы (8) и (10) позволяют регулировать ДДН  
P(t) = P, либо изменяя рассматриваемый момент времени, 
либо корректируя P0. Аналогичную роль играют формулы  
(9) и (11) для дискретного случая. 

Дальнейшее рассмотрение проведем для непре-
рывного случая. Дискретный случай рассматривается 
аналогично.

Оптимальное управление ДДН осуществляется следу-
ющим образом. Из (10) следует, что P0 является возраста-
ющей функцией относительно P для зависимости, изобра-
женной на рис. 1 (см. стр. 100). Пусть P′0 ≤ P0 ≤ P′′0. Значе-
ние P′0 будет минимизировать P(t).

Для зависимости, изображенной на рис. 2 (см. стр. 100), 
проведем следующие рассуждения. Придадим аргументу t 
приращение Δt. Найдем 

.

Положим P(t + Δt) = P(t) – ε, где ε >0.

Тогда .

Отсюда следует, что при

 
       (12)

приращение ΔP0(t) < 0, в противном случае ΔP0(t) ≥ 0.
Следовательно, при выполнении неравенства (12) при 

убывании P величина P0 также будет убывать. Поэтому 
P0 = P′0 будет оптимальным значением, минимизирую-
щим P(t). В случае выполнения противоположного нера-
венству (12) неравенства P0 = P′′0 является оптимальным 
значением, минимизирующим P(t). На основе формул (8)  
и (10) можно управлять ДДН P(t). Процесс управле-
ния ДДН может быть эффективным и неэффективным.  
Для характеристики этого можно, например, для каждого 
момента времени рассматривать отношение полученного 
значения P(t) к планируемому или оптимальному в дан-
ных условиях. Если это отношение будет близко к 1, то, 
значит, имеет место отличное (эффективное) управление 
ДДН. Чем меньше указанное отношение по сравнению с 1,  
тем неэффективнее управление. Случай, когда это отно-
шение больше, чем 1, соответствует заниженным пла-
нируемым показателям и говорит о необходимости их 
корректировки.

Для процесса управления в нечетных условиях мож-
но определить понятие оценки риска неэффективности 

управления аналогично оценке риска неэффективности 
проекта [10, с. 962]. Задача заключается в проверке усло-
вия P(t) ≥ G, где P(t) = [P1(t), P2(t)], P1(t) — левая граница, 
P2(t) — правая граница, G = [G1, G2], G1 — левая грани-
ца, G2 — правая граница. Методика решения заключается  
в следующем. Для разных соотношений P1(t), P2(t), G1, G2 
находится площадь зоны неэффективности. Для данного 
уровня принадлежности определяется степень неэффек-
тивности через геометрическую вероятность с последу-
ющим интегрированием полученной функции на участке 
изменения уровня принадлежности.

4. Моделирование составляющих доли  
добросовестных налогоплательщиков

Пусть общее число налогоплательщиков в рассматрива-
емом регионе представляет собой взвешенную сумму вида:

,

где k — количество составляющих группы населения по 
видам налогов, сi — приведенные веса, ni — количество i-й 
составляющей группы населения, представленной в целых 
единицах. Весовые коэффициенты определяются на осно-
ве опроса экспертов. Пусть mi (t) — ДДН i-й составляющей 
группы населения на момент времени t, выраженная в целых 
единицах. Обозначим через P(t) — ДДН в момент t. Тогда:

.
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Для любого момента времени t имеем оптимизационную 

задачу максимизации целевой функции L = 

при целых положительных значениях mi (t) и ограничениях

M – 
 
≥ 0. В самом деле, поскольку в каждый момент

времени известно значение P(t), задача сводится к отыска-
нию целых положительных значений mi (t), которые дают 
минимум разности между M и M × P(t). Данная задача 
решается методами целочисленного программирования.  
По такой методике определяется долевое участие раз-
личных составляющих в любой момент времени в задаче  
максимизации ДДН.

Заключение
Научная значимость и новизна данной работы заклю-

чается в разработке модели мобилизации налоговых пла-
тежей и анализе зависимости доли добросовестных нало-
гоплательщиков от параметров уравнений, описывающих 

данную модель. Раскрыто существо параметров модели  
и предложен новый метод их определения. Показано моде-
лирование составляющих доли добросовестных налогопла-
тельщиков. Построенная модель позволяет осуществлять 
оптимальное управление мобилизацией сбора налогов  
при четких и нечетких условиях.

Полученные результаты могут найти применение  
не только в экономике, но и в технике при моделировании 
работы технического устройства, состоящего из стабильно 
исправно работающих и восстанавливаемых узлов. В воен-
ном деле аналогичная модель представляет оптимальное 
планирование боеготовых и подлежащих восстановлению 
единиц боевой техники. В социальной сфере, кроме рас-
смотренных в [9; 10] моделей учебного процесса, подоб-
ную модель можно использовать, например, при описании 
численности здоровых, выздоровевших и больных, забо-
левших людей в период эпидемии. Рассмотренную модель 
можно использовать для моделирования работы автозапра-
вочных станций при описании и оптимальном управлении 
численностью обслуженных и стоящих в очереди машин. 
Аналогично моделируется работа магазина, банка и т. п.
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Профессиональная ориентация детей и молодежи 
является приоритетным направлением работы по фор-
мированию человеческого капитала. Важно помнить,  
что профессиональная ориентационная работа принесет 
пользу только тогда, когда в этом деле заняты все участники 
образовательного процесса, когда соблюдаются следующие 
принципы выполнения данной работы: систематичность  

и преемственность; дифференцированный и индивидуаль-
ный подход к учащимся с учетом их возраста, уровня успева-
емости, сформированности интересов, ценностных ориен-
таций и жизненных планов; взаимосвязь детского сада, шко-
лы, семьи, профессиональных учебных заведений, центров 
профессиональной ориентации молодежи, службы занято-
сти населения, общественных молодежных организаций.


