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ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВАЛОВОГО ПРОДУКТА

INTEGRO-DIFFERENTIAL MODELING OF GROSS PRODUCT

08.00.13 — Математические и инструментальные методы экономики
08.00.13 — Mathematical and instrumental controls of economics

Целью работы является получение аналитической за-
висимости валового внутреннего продукта от изменения 
основных факторов производства: трудовых ресурсов, 
физического капитала и природных ресурсов. Основываясь 
на аппарате векторного анализа, получено интегро-диф-
ференциальное уравнение изменения валового продукта. 
Рассмотрены частные случаи уравнения, описывающего 
стабильный рост валового продукта. Полученное в этом 
случае уравнение является обобщением теоремы Лагран-
жа о конечных приращениях. 

Инвестирование, ввод в строй оборудования, освоение 
природных ресурсов, создание человеческого капитала  — 
это явления, которые не происходят мгновенно, а имеют 
протяженность во времени. Поэтому вывод интегро-диф-
ференциального уравнения основывался на понятии дина-
мической дивергенции и ее свойствах. Динамическая ди-
вергенция позволяет учитывать процессы запаздывания, 
которые возникают в развитии экономики.

Приводится конечно-разностная модель интегро-диффе-
ренциального уравнения. Для получения прогнозного значения 
валового продукта используются значения валового продукта 
и основных факторов производства двух предыдущих лет.

Проведено численное моделирование изменения валового 
внутреннего продукта и валовой добавленной стоимости  

в период с 2001 по 2018  г. Полученные результаты дают 
очень хорошую модель в период стабильного роста эконо-
мики, но в кризис и посткризисный период удается только 
уловить общую динамику развития. Это явление связано  
с тем, что за временной шаг брался один год, а, согласно те-
ории разностных схем, хороший результат следует ждать 
только на ежемесячных данных.

Эконометрический аналог уравнения может быть од-
ним из инструментов при прогнозировании валового про-
дукта в краткосрочной перспективе. 

The aim of the work is to obtain the analytical dependence 
of the gross domestic product on changes in the main factors of 
production: labor resources, physical capital and natural re-
sources. The integro-differential equation of the gross product 
change was obtained based on the apparatus of vector analysis. 
Cases of the equation describing the stable growth of the gross 
product are considered. The equation obtained in this case is a 
generalization of Lagrange’s theorem on finite increments.

Investment, commissioning of equipment, development of 
natural resources, and creation of human capital — these are 
phenomena that do not happen instantly, but take a length of 
time. Therefore, the derivation of the integro-differential equa-
tion was based on the concept of dynamic divergence and its 
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properties. Dynamic divergence allows one to take into account 
the lag processes that arise in the development of the economy.

A finite-difference model of an integro-differential equation 
is presented. For the forecast value of the gross product, the 
values of the gross product and factors of production of the two 
previous years are used.

Numerical modeling of changes in gross domestic product and 
gross value added in the period from 2001 to 2018 was carried 
out. The results obtained provide a very good model in the period 
of stable economic growth, but in the crisis and post-crisis period 
it is possible only to capture the general dynamics of development. 
This phenomenon is due to the fact that the time step was taken for 
one year, and according to the theory of difference schemes, a good 
result should be expected only on monthly data.

The econometric analogue of the equation can be one of the 
tools for forecasting the gross product in the short term.

Ключевые слова: валовой внутренний продукт, основ-
ные факторы производства, валовая добавленная стои-
мость, математическое моделирование, предельная произ-
водительность труда, предельная фондоотдача, прирост 
ВВП, эконометрическая модель, динамическая дивергенция.

Keywords: gross domestic product, main factors of pro-
duction, gross value added, mathematical modeling, marginal 
labor productivity, marginal capital productivity, GDP growth, 
econometric model, dynamic divergence.

Введение
Актуальность. Вопросы прогнозирования развития 

экономики необходимы для своевременного принятия важ-
ных государственных инвестиционных решений, а также 
для создания набора инструментов экономической полити-
ки. Построение моделей для принятия обоснованных реше-
ний по ведению экономической политики страны является 
актуальной задачей.

Изученность проблемы. Решающим условием разви-
тия экономики являются инвестиции и инвестиционные 
стратегии. Этому аспекту посвящен ряд работ  [1—10]. 
Большое внимание в современной научной литературе 
уделяется вопросу количественного и качественного ро-
ста человеческого капитала [11—14]. Природные ресурсы 
страны являются неоспоримым преимуществом в созда-
нии валового внутреннего продукта, но и являются соблаз-
ном в развитии сырьевой модели экономики [2, 10, 15, 16].  
В работах [17—22] предлагается моделировать ВВП эконо-
метрическими методами с объясняющими факторами: объ-
ем потребления электроэнергии, численность безработных, 
масштабы строительства жилых домов, оборот розничной 
торговли, уровень платежеспособного спроса для потре-
бления произведенной валовой добавленной стоимости, 
уровень экспорта, структура экономики региона. Для про-
гноза изменения ВВП ряд авторов использует классические 
и модифицированные модели Кобба — Дугласа  [23—25]. 
В ряде статей [10, 16, 26, 27] изучаются причины и спо-
собы преодоления замедления экономического роста на-
шей страны. Турунцева М. Ю. и Чистова М. В. предлагают 
исчерпывающий обзор современных методов прогнози-
рования, которые используются в аналитических центрах 
России [28, 29]. В обзоре Айвазяна С. А. и Бродского Б. Е. 
представлен мировой опыт эконометрического моделиро-
вания социально-экономических систем [30]. В работах Ко-
зиновой А. Т. и Никитаева А. Ю. дается количественный 

анализ влияния инвестиций, трудовых и природных ресур-
сов на валовой внутренний продукт [31, 32].

В данной статье разрабатывается интегро-дифферен-
циальная модель, учитывающая уже материализованные  
в экономике инвестиции. 

Основная цель и задачи исследования — разработать 
экономико-математическую модель, позволяющую опре-
делить взаимосвязи между объемом валового продукта и 
основными факторами производства: физическим капита-
лом, природными и трудовыми ресурсами, используемыми 
в производстве.

Научная новизна. Используя аппарат векторного ана-
лиз, получено интегро-дифференциальное уравнение, по-
зволяющее определять объем ВВП в зависимости от основ-
ных факторов производства.

Теоретическая и практическая значимость. Модель-
ные расчеты ВВП и валовой добавленной стоимости позво-
ляют сделать вывод, что эконометрическая модель инте-
гро-дифференциального уравнения может быть использова-
на как еще один инструмент прогноза развития экономики.

Основная часть
Опишем основные переменные, которые будем ис-

пользовать при изложении материала. Размеры валового 
продукта Y указывают на возможности, но не показывают 
эффективность экономики страны. Более показательной 
характеристикой эффективности экономики является отно-
шение произведенного валового продукта к затраченным 
или примененным основным факторам производства, т. е. 
некоторая усредненная производительность экономики.  
В наших предположениях валовой продукт можно рассма-
тривать как функцию, непрерывно распределенную в про-
странстве, с четырьмя степенями свободы: временем t, тру-
довыми ресурсами L, физическим капиталом K, природны-
ми ресурсами Н.

Пространство, охарактеризованное набором координат 
L, K и Н (фазовые координаты), называется фазовым про-
странством, или пространством основных факторов произ-
водства. Следует отметить, что фазовое пространство  — 
это множество всех состояний экономической системы  
в фиксированный момент времени. Каждому возможному 
состоянию системы соответствует точка фазового простран-
ства, а эволюции экономической системы — перемещение 
точки. Расширенным фазовым пространством назовем про-
странство, которому принадлежат координаты L, K, Н и t.

Выберем в пространстве факторов производства неко-
торую точку D с координатами ),,( ÍKLr = . Величина

 
 

),( trv
dt
rd
=

называется фазовой скоростью, или скоростью развития ос-
новных факторов производства. 

Произведение используемых факторов производства пред-
ставляет собой фазовый объем используемых факторов. Обо-
значим произведение факторов производства w = L, K, Н, и на-
зовем эту величину фазовым объемом, или просто объемом. 

Для каждой точки пространства факторов производства 
можно определить в каждый момент времени вектор скоро-
стей обновления основных факторов производства:

kvjvivv ÍKL ++= ,
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где kji ,,  — базис в пространстве (L, K, Н).
Величина изменения факторов производства за опре-

деленный временной интервал определяется из равенства 
( ) ( ) ( )222

ÍKL vvvv ++= . Для того чтобы задать векторное 
поле изменения факторов производства (пространство со-
стояний экономики), можно потребовать задание скоро-
сти в некоторый определенный промежуток времени или 
указать направления вектора скорости без учета его ве-
личины. То есть необходимо построить семейство линий, 
касательные к которым в каждой точке пространства фак-
торов производства будут совпадать в данный момент вре-
мени с направлением изменения факторов производства  
в этой точке. Такие линии для поля скоростей обновле-
ния факторов производства называются линиями развития 
этих факторов, а в случае произвольного векторного поля  
экономического показателя ),( trF   — линией развития 
этого показателя.

Выберем в пространстве основных факторов произ-
водства замкнутый контур С, который образовывает неко-
торое сечение S1. В этом сечении будем брать начальные 
условия для экономических объектов и построим линию 
развития факторов производства для этих экономических 
объектов (рис. 1).

Рис. 1. Коридор развития экономического показателя ),( trF
Получим некоторый коридор, который назовем коридо-

ром развития экономики. Последнее сечение коридора обо-
значим S2. Очевидно, коридор развития имеет то свойство, 
что через его боковую границу линии развития не проходят. 
Следует отметить, что подобные коридоры развития можно 
построить для любого векторного экономического показате-
ля ),( trF . Но для того, чтобы не вводить новые понятия и 
не загромождать рассуждения, все их будем называть кори-
дорами развития экономического показателя ),( trF .

Возьмем в пространстве факторов производства неко-
торую поверхность  S. Найдем интеграл вектора экономи-
ческого показателя ),( trF  по этой поверхности или, дру-
гими словами, поток вектора ),( trF  через поверхность S.  
Для этого во всех точках поверхности определим единич-
ные вектора нормали n .

Предположим, что в некоторой точке поверхности D 
определены векторный экономический показатель ),( trF  
и его нормальная составляющая:

 ),cos(),cos(),cos(),(),( НnFKnFLnFntrFtrF НKLn ++=⋅= .

Представим поверхность S в виде большого числа ма-
лых элементов ΔS, которые можно представить векто-
ром, который направлен по нормали к элементу, и равным 
площади этого элемента. Действительно, пусть ΔS имеет  

контур С, не лежащий в одной плоскости факторов произ-
водства. Спроектируем контур С на три плоскости НK, НL, 
KL и получим, соответственно, три площадки с контурами 
СL, CK и CН, которые могут быть представлены векторами 

kSjSiS ÍKL ∆∆∆ ,, . Тогда:

kSjSiSS ÍKL ∆+∆+∆=∆ .

В общем случае рассмотрим поверхность, состоящую 
из факторов производства  S, которая может быть пред-
ставлена вектором nSS = , где n   — вектор нормали  
к поверхности S.

Для каждого элемента найдем скалярные произведения 
StrF ∆⋅),( , которые просуммируем по всем элементам. 

Полученная сумма будет стремиться к конечному пределу, 
при стремлении к нулю всех элементов поверхности факто-
ров производства. Полученный предел называется потоком 
векторного экономического показателя ),( trF  через задан-
ную поверхность S и обозначается

∑∫ ∆⋅=⋅
→∆

StrFSdtrF
S

),(lim),(
0

.

Поток экономического показателя через поверхность S 
представим в виде
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Аналогично можно ввести понятие интегрирования  
по объему. Последнее равенство можно записать так:

 
( )∫∫ ++=⋅

S
НKL

S

dKdLFdLdНFdKdНFSdtrF ),( ,

понимая, например, под dKdH проекцию элемента  Sd  на 
плоскость KН, взятую с надлежащим знаком.

В работе [33] было доказано следующее утверждение. 
Пусть компоненты скорости обновления факторов про-

изводства зависят от влияния всех факторов производства. 
Тогда для любого непрерывного и имеющего первые не-
прерывные производные внутри коридора развития, а так-
же в начальный и конечный моменты времени векторного 
экономического показателя, зависящего от факторов про-
изводства, верна формула
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где Г — вся поверхность w, а под знаком t∇  понимается 
динамический оператор Гамильтона: 
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точка между векторами Ft ⋅∇  означает скалярное 
произведение.

Частным случаем этого уравнения может быть получе-
ние уравнения для вектора производительности экономики:

 
gradY

Н
Y

K
Y

L
YtrF =








∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ,,),( .

Его направление совпадает с направлением наибы-
стрейшего роста валового продукта. Градиент перпендику-
лярен поверхности уровня Y = const в каждой точке. 

Тогда для вектора производительности потока основных 
факторов производства экономики, с учетом отсутствия пе-
ресечения боковых поверхностей и из равенства (1), имеем 
следующее:
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где ),,( iiii ÍKLr =  — лежащие в сечениях S1 и S2, i = 1, 2.
Докажем следующее равенство:
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Действительно, распишем подробно все компоненты 
статического градиента и динамической дивергенции:
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На основании последней формулы и формулы  (2) за-
ключаем, что
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Из формул (2) и (3) имеем уравнение
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Последнее уравнение рассматривается в коридоре раз-
вития (см. рис. 1). В качестве граничных и начальных ус-
ловий возьмем известный валовой продукт )( 1rY  в некото-
рый момент времени t1 при известных значениях факторов 

производства 1r , т. е. на известном сечении коридора раз-
вития. В момент  t2 нам неизвестны 2r  и )( 2rY , и оконча-
тельно получаем интегро-дифференциальное уравнение 
вычисления валового продукта через изменения факторов 
производства:
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(4)

В частном случае, когда прирост валового продукта 

остается постоянным во времени 
 







 = const

dt
dY  при исполь-

зуемых факторах производства, последнее уравнение при-
нимает следующий вид:
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В частном случае, когда валовой продукт зависит только 
от одного фактора производства, последнее равенство являет-
ся обобщением теоремы Лагранжа о конечных приращениях. 

Рассмотрим разностный аналог уравнения (4):
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Результаты
Проводилось моделирование валовой добавленной 

стоимости в основных ценах, измеренной в триллионах 
рублей [34]. 

Расчет (рис. 2) показал, что, зная поведение факторов 
производства и валовую добавленную стоимость за преды-
дущее два года, можно довольно хорошо предсказывать по-
ведение валовой добавленной стоимости на следующий год. 
Анализ графика показывает, что наибольшая ошибка возни-
кала в кризисный и посткризисный период экономики.

Используем этот же алгоритм для моделирования вало-
вого внутреннего продукта (рис. 3).

Рис. 2. Моделирование валовой добавленной стоимости РФ

Рис. 3. Моделирование валовой внутреннего продукта

В обоих случаях наблюдается некоторое несоответствие 
статистическим данным, это объясняется большим времен-
ным шагом (один год). При моделировании на месячных 
данных расхождение станет достаточно приемлемым.

Выводы и заключение
Получено интегро-дифференциальное уравнение, 

описывающее связь валового внутреннего продукта с ос-
новными факторами производства: физическим капита-
лом, трудовыми ресурсами и используемыми природны-
ми ресурсами. На базе этого уравнения построена эконо-

метрическая модель, которая показывает применимость 
результатов работы для краткосрочного прогнозирова-
ния валового внутреннего продукта и валовой добавлен-
ной стоимости.

Для правильного понимания полученных экономиче-
ских соотношений необходимо учитывать, что это только 
приближения, и более грубые, чем в естественных науках, 
«ибо экономика имеет дело с постоянно меняющимися, 
очень тонкими свойствами человеческой натуры» [35] и ее 
зависимость от человеческого фактора приводит к неточно-
сти получаемых соотношений.
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