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ПРИОРИТЕТНЫЕ КОМПОНЕНТЫ КУЛЬТУРЫ РАБОТЫ С ПОНЯТИЙНЫМ 
АППАРАТОМ В ЦИФРОВУЮ ЭПОХУ НА ПРИМЕРЕ ДИСКРЕТНОЙ МАТЕМАТИКИ

5.8.2 — Теория и методика обучения и воспитания (по областям и уровням образования)

Аннотация. В восприятии большинства людей мате-
матика ассоциируется с вычислениями. Но функции вычис-
лительного аппарата математики во всё большей степени 
берут на себя компьютерные информационные техноло-
гии. Поэтому, хотя математики без вычислений не быва-
ет, в обучении математике приоритетными становят-
ся задачи математической формализации информации  
(в частности, построения математической модели, пере-
вода с одного математического языка на другой, формиро-
вания математического понятия), восприятия и обработ-
ки математической информации и т. д. В курсе дискретной 
математики много задач, для решения которых практи-
чески не требуется вычислительных навыков, основные 
проблемы состоят именно в формализации. Как показы-
вает опыт, знания определений недостаточно, необходи-
мо владеть культурой работы с понятийным аппаратом. 
Для этого мы на основании опыта обучения и полученных 
ранее теоретических результатов (в частности, аппарат-
ной модели математики) построили модели понятийного 

аппарата и его использования и на этой базе выделили при-
оритетные компоненты работы с понятийным аппара-
том: 1) привычка начинать анализ с определений понятий; 
2) знание определений и умение их использовать; 3) способ-
ность самостоятельно обогащать понятийный аппарат 
новыми понятиями: 3а) выделять совокупность объектов 
в качестве объема специального понятия; 3б) формали-
зовать в виде определения объем и содержание понятия; 
3в) умение самостоятельно формулировать определения; 
3г) комплексно анализировать их адекватность; 4) уме-
ние использовать понятийный аппарат для формализации 
информации, т. е. ее представления в соответствующих 
терминах. В работе приведены примеры применения моде-
ли из разных областей математики.

Ключевые слова: обучение математике, дискретная 
математика, понятийный аппарат, культура понятийно-
го аппарата, определение понятия, объем понятия, содер-
жание понятия, языки представления понятий, аппарат-
ная модель математики, обучение решению задач
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Original article

PRIORITY COMPONENTS OF THE CULTURE OF WORK  
WITH THE CONCEPTUAL APPARATUS OF MATHEMATICS

5.8.2 — Theory and methodology of training and education (by areas and levels of education)

Abstract. In the minds of most people, mathematics is associ-
ated with calculations. But the functions of the computing appa-

ratus of mathematics are increasingly being taken over by com-
puter information technologies. Therefore, although there is no  
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mathematics without calculations, in teaching mathematics the 
priority is the task of mathematical formalization of information 
(in particular, building a mathematical model, translating from 
one mathematical language to another, forming a mathematical 
concept), perceiving and processing mathematical information, 
etc. There are many problems in the course of discrete mathemat-
ics, the solution of which requires practically no computational 
skills; the main problems lie precisely in formalization. As experi-
ence shows, knowledge of definitions is not enough; it is necessary 
to master the culture of working with the conceptual apparatus. 
To do this, based on learning experience and previously obtained 
theoretical results (in particular, the hardware model of mathe-
matics), we built models of the conceptual apparatus and its use 
and, on this basis, identified the priority components of work-
ing with the conceptual apparatus: (1) the habit of starting the 

analysis with definitions of concepts; (2) knowledge of definitions 
and ability to use them; (3) the ability to independently enrich the 
conceptual apparatus with new concepts: (3a) to single out a set 
of objects as the scope of a special concept; (3b) to formalize the 
scope and content of a concept as a definition; (3c) the ability to 
independently formulate definitions; (3d) comprehensively ana-
lyze their adequacy; (4) the ability to use the conceptual appara-
tus to formalize information, i.e. its presentation of information 
in appropriate terms. The paper provides examples of using the 
model from different areas of mathematics.

Keywords: teaching mathematics, discrete mathematics, 
conceptual apparatus, culture of the conceptual apparatus, 
definition of a concept, scope of a concept, content of a concept, 
languages for representing concepts, hardware model of mathe-
matics, teaching problem solving
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Введение
Изученность проблемы. Математическая культура — 

часть культуры общества, она взаимодействует с другими 
видами культуры. Например, Л. Ченг [1] анализирует лите-
ратуру по работе мозга при занятии математикой в зависи-
мости от культурных особенностей субъекта деятельности. 
Е. В. Андриенко, А. Н. Дахин, Б. О. Майер, Е. А. Яровая [2] 
рассматривают математику как проектную культуру педа-
гогики, исследуют дидактические вопросы формирования 
проектной культуры школьников средствами математики, 
ими выделены четыре функции проектной деятельности: 
1) реализация особого варианта научного поиска; 2) объ-
яснительная функция, причем в математической деятель-
ности ее реализация использует сценарии-этюды в рамках 
системы математических языков; 3) функция управления 
проектной деятельностью; 4) формирование ценностной 
основы опыта обучаемого. М. Д. Боярский и П. И. Гнило-
медов [3] исследуют роль дидактической культуры препо-
давателя в решении проблем современного математиче-
ского образования. Вопросам воспроизводства культуры 
обучения в США посвящена работа А. Вильсона и А. Ури-
ка [4], в которой подтверждается эффективность культур-
ной традиции привлечения образовательных ресурсов вне 
рамок ресурсной базы школы. В Норвегии местные жите-
ли сопротивляются планам по закрытию школ в сельской 
местности, что побудило М. Вилла и А. Кнутас [5] к изуче-
нию влияния школы на воспроизводство местной культуры 
в Норвегии. Проблема актуальна и для России, где закры-
ваются малокомплектные школы, что негативно влияет на 
судьбу населенных пунктов в условиях низкой плотности 
населения. Исторический аспект математической культуры 
рассматривает А. Романо [6]. Культурно-релевантное обра-
зование, т. е. обучение разнородных в культурном отно-
шении людей, рассматривается R. M. Rodríguez-Izquierdo, 
J. C. González-Faraco, S. Clivaz, T. Miyakawa, O. Agirdag, 
M. Van Houtte, P. Van Avermaet [7—9], различные аспекты 
культуры применения новых средств, — A. Clark-Wilson, 
C. A. Hoyles, S.-Y. Wu [10—13], новые участники обра-
зовательного процесса, включая онлайн-преподаватели 
и ютуберы, — J. Borup, C. B. Chambers, R. Stimson, J. Gil-
Quintana, V. Malvasi и др. [14; 15]. Взаимовлияние куль-
туры и качества математического образования исследу-
ется L. Tian, Y. Huang, Ю. Б. Мельников и др. [16—18], 
влияние культуры на разные аспекты функционирова-

ния общества и потенциал их интеграции — F. D. Blau, 
M. Davoli, D. Serrano Corkin, L. Rüschenpöhler, J.-H. Ye, 
F. Han, E. V. Janica, M. T. Hora и др. [19—26]. Д. Девятлов-
ский и В. Игнатова [27] рассматривают влияние культуры 
на повышение эффективности деятельности, А. Сфард [28] 
исследует культурное развитие математических идей.

Актуальность исследования. В практике обучения 
математике приоритетным считается освоение вычислитель-
ного аппарата. Вычислительный аппарат математики мигри-
рует на цифровые платформы, поэтому в цифровую эпоху 
приоритетно обучение формализации и использованию фор-
мализованной информации. В результате цифровизации, 
во-первых, вычислительный аппарат математики «мигри-
рует» в цифровую среду (хотя математики без вычислений  
не бывает!), во-вторых, возрастает роль формализации инфор-
мации. Поэтому актуальной является задача формирования 
культуры работы с понятийным аппаратом математики.

Целесообразность разработки темы. Выделение ком-
понентов культуры работы с понятийным аппаратом, прио-
ритетных для обучения решению задач, требующих мини-
мального применения вычислительного аппарата, целесоо-
бразно по следующим причинам:

1. Необходимость адаптации целей, содержания и мето-
дики обучения к современной и перспективной цифровой 
среде, что особенно актуально для дискретной математики, 
тесно связанной с компьютерными технологиями.

2. Доступность информационных ресурсов, автомати-
зация многих видов мыслительной деятельности приво-
дит к повышенным требованиям к культуре восприятия  
и обработки информации, в частности работы с понятий-
ным аппаратом.

3. Развитие цифровой среды требует изменения обра-
зовательных стандартов, в частности, в области работы  
с понятийным аппаратом.

4. Как показывает опыт, основным препятствием  
к успешному применению математики является недоста-
точное умение математически формализовывать информа-
цию, комплексно оценивать адекватность преобразований, 
интерпретировать результаты обработки, что обусловлено 
тем, что в настоящий момент мы не наблюдает целенаправ-
ленного формирования культуры работы с понятийным 
аппаратом математики, большая часть средств контроля 
предназначена для оценки владения, в первую очередь, 
вычислительным аппаратом математики.
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5. Развитие культуры работы с понятийным аппара-
том математики необходимо для формирования межпред-
метных связей, которые играют особую роль в изучении и 
использовании, в первую очередь, дискретной математики, 
хотя актуальны и для математики в целом.

6. В последние годы получены результаты в области 
авторской теории моделирования Ю. Б. Мельникова и,  
в частности, теории управления, позволяющие рассчиты-
вать на успех в достижении цели исследования и решения 
задач исследования.

Научная новизна. Впервые осуществлено и научно 
обосновано выделение четырех компонентов культуры 
работы с понятийным аппаратом математики, приоритет-
ных для применения его с целью формализации информа-
ции и ее первичной обработки.

Цель работы состоит в выделении приоритетных ком-
понентов культуры работы с понятийным аппаратом, что 
особенно актуально для эклектичного курса дискретной 
математики. Для достижения этой цели потребовалось 
решение следующих задач: 1) на основе анализа опыта 
обучения математике и научной литературы оценить акту-
альность темы исследования; 2) построить модель исполь-
зования понятийного аппарата математики; 3) выделить 
приоритетные компоненты культуры работы с поня-
тийным аппаратом математики; 4) проиллюстрировать 
результаты примерами.

Теоретическая значимость исследования. Выделение 
направлений работы с понятийным аппаратом, приоритет-
ных с точки зрения применения к решению задач, не связан-
ных с серьезным применением вычислительного аппарата 
математики, позволяет внести существенную корректировку 
теории и методики обучения математике в цифровую эпоху, 
как обучения управлению деятельностью на уровне типовых 
стратегий деятельности и даже на уровне методологии.

Практическая значимость исследования. Научно 
обоснованное и опробованное на практике выделение при-
оритетных направлений работы с понятийным аппаратом 
повышает качество усвоения и использования понятийного 
аппарата математики, способствует формированию компе-
тенций в формализации информации, совершенствованию 
учебно-методического обеспечения.

Основная часть
Методология основана на моделировании, теории и 

практике обучения математике, авторской теории моде-
лирования, базирующейся на формально-конструктивной 
трактовке модели, «алгебре моделей», теории адекватно-
сти, теории стратегий и др. Применен метод моделирова-
ния, в частности, создана и изучена модель, отражающая 
деятельностный аспект работы с понятийным аппаратом 
математики и теоретический анализ построенной модели.

Результаты исследования. Нас интересует выделение 
компонентов математической культуры. В работах [29; 30] 
анализируют способы оценки сформированности культуры 
математической речи. В [31] предложен следующий компо-
нентный состав культуры: познавательный, коммуникатив-
ный, нравственный, трудовой, эстетический компоненты 
культуры, физическая культура. Эстетике математики, ее 
красоте уделяется недостаточно внимания как в методиче-
ской, научно-методической и особенно учебной литературе, 
так и в практике обучения, поскольку основное внимание 
уделяется контролируемым, измеримым характеристикам 
(например, оценкам уровня знаний и умений). Измерение 

эстетического аспекта математической деятельности весьма 
затруднительно и результат оценивания носит неустранимо 
субъективный характер. Эстетический компонент не выде-
лен явно и в [32], в которой рассматриваются мотивацион-
ный компонент, процессуально-деятельностный, коммуни-
кативный, рефлексивный компоненты. Все эти компоненты 
относятся к субъективному аспекту деятельности. Состав-
ляющие объективного компонента деятельности называют 
механизмом, аппаратом например, см. рис. 1.

Рис. 1. Аппаратная модель математики [33]

Аппаратный (объективный) компонент математи-
ческой культуры. Математическая деятельность состоит 
исключительно в обработке и преобразование информации. 
Основой понятийного аппарата является система понятий, 
где под понятием мы понимаем триаду:

1) идентификатор (термин, обозначение и т. д.);
2) объем понятия (множество объектов, для которых 

может применяться этот идентификатор);
3) содержание понятия (система понятий).
Данная трактовка является упрощенной, посколь-

ку содержание понятия формулируется на определенном 
языке, при этом элементы из объема понятия заменяются  
на их модели, сформулированные на этом языке, рассма-
триваются одновременно несколько языков и соответству-
ющих моделей, см. рис. 2.

Рис. 2. Уточнение трактовки понятия как триады: объем понятия, 
содержание, идентификатор (термин или обозначение)

Объем понятия состоит из моделей, причем эти модели 
могут описывать разные аспекты прототипа, но интереснее 
ситуация, когда они по-разному описывают один и тот же 
аспект. Например, алгебра натуральных чисел в школьном 
курсе математики представлена, как минимум, на трех язы-
ках, иллюстрация к трем моделям операции «умножение» 
приведена на рис. 3.

Рис. 3. Три модели из объема понятия  
«умножение натуральных чисел»
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Важное для дискретной математики понятие отно-
шения обычно использует три модели понятия «отно-
шение» (для бинарных отношений используются еще  
и орграфы), см. рис. 4.

Рис. 4. Иллюстрация к использованию разных языков для форма-
лизации понятия «отношение»

Нередко интерпретация идентификатора понятия зави-
сит от контекста. Например, хотя, строго говоря, отноше-
нием является подмножество, на практике отношением 
часто называют предикат-высказывание, например, во фра-
зе «отношение равенства».

Деятельностный (субъективный) компонент мате-
матической культуры. Приоритетные компонентов 
культуры работы с понятийным аппаратом математи-

ки. Примем модель использования понятийного аппарата, 
представленную на рис. 5 (отметим, что могут использо-
ваться эквивалентные определения понятия, использую-
щие разные характеристические свойства).

В субъективном компоненте культуры использова-
ния математического (не только понятийного, см. рис. 1) 
аппарата мы выделяем три уровня управления деятельно-
стью: 1) уровень типовых алгоритмов; 2) уровень типовых 
методов и стратегий; 3) уровень методологии (некоторые 
вопросы методологической культуры обсуждаются в [34; 
35]). Например, при изучении теоремы на уровне рабо-
ты с готовыми алгоритмами обучаемому предъявляется 
готовое доказательство, он должен его запомнить и вос-
произвести. На уровне методов и стратегий происходит 
обучение поиску доказательства. Работа на уровне мето-
дологии означает обучение формированию и развитию 
проблематики, понятийного аппарата, созданию и отбору 
гипотез, адаптации алгоритмов, методов, стратегий. Отне-
сение управления к одному из указанных уровней во мно-
гом носит субъективный характер: действия, выполняемые 
опытным ученым автоматически, на уровне алгоритма, 
для аспиранта могут быть управлением на уровне типовых 
стратегий, а для студента — на уровне методологии.

Рис. 5. Модель использования понятийного аппарата

В соответствии с моделью на рис. 5 целью анализа 
является декомпозиция входной информации по системе 
типовых понятий. При работе на уровне алгоритмов пред-
ставление об объеме понятия достаточно формировать 
индуктивно. Например, объем понятия «натуральное чис-
ло» вводится с помощью примеров, а объем понятия «ирра-
циональное число» — с помощью отождествления с одним 
из способов его задания: «бесконечная непериодическая 
десятичная дробь». При работе на уровне типовых страте-
гий деятельности и на уровне методологии приоритетным 
становится дедуктивный способ введения математических 
понятий (с помощью определений). Итак, в силу абстракт-
ности математических понятий основным инструментом 
для отнесения объекта к объему определенного понятия 
или для «опознания» элементов из объема конкретного 
понятия является определение этого понятия. Поэтому пер-
вым компонентом культуры работы с понятийным аппара-
том математики мы считаем:

1) привычку начинать анализ с определений понятий 
(система типовых привычек является компонентом опре-
деленной культуры), для чего необходимо: 1а) знание его 
формулировки и 1б) умение его использовать.

1а) на этапе обучения знание формулировки означает 
ее запоминание, критерием которого является способность 
либо воспроизвести ее наизусть, либо сформулировать 
самостоятельно. Последнее предполагает знание общей 
структуры определения и основных компонентов опреде-
ления конкретного понятия: родового понятия и характери-
стических свойств;

1б) умение использовать определение включает  
в себя два компонента: способность определить, при-
надлежит ли рассматриваемый объект объему поня-
тия, и умение использовать определение для получения  
и доказательства следствий, для формирования и обосно-
вания гипотез, методов, перспективных целей и страте-
гий деятельности.
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Таким образом, еще одним из ключевых компонентов 
культуры работы с понятийным аппаратом математики 
является:

2) знание определений, способность определить, при-
надлежит ли объект объему понятия и умения приме-
нять определения для развития теории.

Основой понятийного аппарата любой науки являет-
ся система неопределяемых понятий, для которых в ней нет 
родового понятия в данной области деятельности. Понятий-
ный аппарат математики основан на двух неопределяемых 
понятиях: «множество» и «быть элементом множества». 
Но на практике некоторые понятия фактически рассматрива-
ются как неопределяемые. Например, определение натураль-
ного числа как модели аксиоматики Пеано или как конечного 
ординала можно применять только при подготовке професси-
ональных математиков, как и определение понятия «отображе-
ние» через определение упорядоченной пары (a,b) = {a,{a,b}}.

Увеличение числа понятий, рассматриваемых как нео-
пределяемые в школьном курсе математики, не являет-
ся критически важным. Введение понятия — это опреде-
ление его объема, а также термина или обозначения, оно 
позволяет, например, сделать формулировки утверждений 
более компактными, понятными. Сравните фразы «граф, у 
которого любая вершина достижима из любой его верши-
ны» и ее эквивалент «граф связный». Индуктивное введе-
ние понятия, когда по мере изучения различных элементов 
из объема понятия обучаемый самостоятельно формирует 
критерии их принадлежности к объему этого понятия (ана-
логично работе нейросетей), не гарантирует формирование 
адекватных критериев принадлежности объектов объему 
понятия. Поэтому в науке приоритетным является дедук-
тивное введение понятий, с помощью определений. Итак, 
важным компонентом культуры работы с понятийным 
аппаратом является: 

3) способность самостоятельно вводить новые поня-
тия, точнее 3а) выделять совокупность объектов, которые 
целесообразно рассматривать как объем нового понятия; 
3б) формализовать в виде определения объем и содержание 
понятия; 3в) умение формулировать определения; 3г) ком-
плексно анализировать их адекватность.

Развитие теории требует формулирования результатов, 
поэтому приоритетным компонентом культуры работы 
с понятийным аппаратом является:

4) умение использовать имеющийся понятийный аппа-
рат для формализации информации, представления инфор-
мации в терминах определенной предметной области.

Пример. На границе полуплоскости P фиксирована точ-
ка O и выходящий из нее луч L, перпендикулярный границе 
полуплоскости P. Найдите систему координат полуплоско-
сти P, линии u = const > 0 которой — это окружности, про-
ходящие через точку  O, центры которых лежат на луче L.

Восприятие текста задачи надо начинать с ее требования. 
Найти надо систему координат. В силу того, что матема-
тические понятия описывают идеальные объекты, устано-
вить содержание понятия, в частности свойства элементов 
из объема понятия, можно только с помощью анализа опре-
деления этого понятия (см. первый приоритетный компонент 
культуры работы с понятийным аппаратом). Если работать 
на уровне алгоритмов, напрашивается найти определение 
в учебнике. Но в школьном курсе математики и даже в боль-
шинстве курсов высшей математики определение системы 
координат не дается. Более того, стратегия формализации 
понятий обычно тоже не рассматривается, поэтому придется 

работать на уровне методологии. Согласно трактовке поня-
тия как триады (объем понятия, содержание, идентификатор, 
см. рис. 2) формализация понятия обычно начинается либо 
с анализа ее содержания (например, так создаются аксиома-
тические теории), либо с анализа ее объема. Выберем второе. 
В данном случае можно рассмотреть прямоугольную декар-
тову и полярную систему координат на плоскости. Анализ 
этих элементов из объема понятия «система координат» 
позволяет получить следующее определение: «системой 
координат области P плоскости называется функция, ото-
бражающая подмножество из R × R на P».

Итак, нам надо найти функцию. Умение использо-
вать имеющийся понятийный аппарат для формализации 
информации включает в себя знание типовых форм пред-
ставления объектов из объема понятия. В школьном кур-
се математики функцию задают 1) описанием алгоритма 
вычисления значения (обычно формулой); 2) таблицей 
значений; 3) графиком. Оценивая адекватность каждого 
из этих способов, приходим к выводу о задании описани-
ем алгоритма. Например, точку по ее координатам можно 
задать с помощью рис. 6, c, а алгоритм вычисления коорди-
нат точки — с помощью «комикса» на рис. 6, a—c.

Рис. 6. К решению примера

Можно считать, что мы формулируем определение 
искомой системы координат. Но примененные нами спосо-
бы задания алгоритма являются нетиповыми, что затрудня-
ет применение второго и третьего приоритетных компонен-
ты культуры работы с понятийным аппаратом. Искомую 
функцию можно определить традиционно, с помощью фор-
мулы, для чего необходим четвертый приоритетный компо-
нент культуры работы с понятийным аппаратом, в данном 
случае, ввести прямоугольную декартову систему коор-
динат, например так, как на рис. 6, d. Тогда систему коор-
динат можно задать либо уравнением в векторной форме

, либо 

Наконец, как реализацию четвертого приоритетного ком-
понента культуры работы с понятийным аппаратом мож-
но рассматривать введение понятия координатных линий 
системы координат.

Как оценку адекватности определения можно тракто-
вать оценку корректности описания, например получения 
координат точки в прямоугольной системе координат и 
построения точки по ее координатам. Некорректность тако-
го способа введения системы координат обусловлена тем, 
что в данном случае мы отождествляем систему координат 
(как функцию) с одним из способов ее задания (задание 
описанием алгоритма вычисления).

Выводы и обсуждение
Во-первых, актуальность исследования подтверждена 

не только опытом обучения дискретной математике и дру-
гим разделам математики, но и анализом отечественной 
и зарубежной научной литературы.
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Во-вторых, на основе предложенной ранее Ю. Б. Мель-
никовым аппаратной модели математики (см. рис. 1) постро-
ена модель использования понятийного аппарата математи-
ки, представленная на рис. 5. Понятие нами трактуется как 
триада (см. рис. 2): 1) идентификатор понятия (термин или 
обозначение); 2) объем понятия; 3) содержание понятия.

В-третьих, на основе предложенных моделей и анали-
за нашей практики обучения (в первую очередь, дискрет-
ной математике) мы выделили приоритетные компоненты 
культуры работы с понятийным аппаратом:

1) привычка начинать анализ с определений понятий;
2) знание определений, способность определить, при-

надлежит ли объект объему понятия и умения применять 
определения для развития теории;

3) способность самостоятельно обогащать понятийный 
аппарат новыми понятиями:

а) выделять совокупность объектов, которые могут 
представлять интерес как объект исследования и/или удоб-
ный инструмент представления информации;

б) формализовать в виде определения объем и содержа-
ние понятия;

в) умение самостоятельно формулировать определения;
г) комплексно анализировать их адекватность;
4) умение использовать имеющийся понятийный 

аппарат для формализации информации, т. е. представле-
ния информации в терминах определенной предметной 
области.

В-четвертых, приведены примеры применения приори-
тетные компоненты культуры работы с понятийным аппа-
ратом математики, см. рис. 3 и 4 и пример. Таким образом, 
задачи исследования решены и цель достигнута.

Полученный список приоритетов приводит к следую-
щим задачам: 1) выяснить, насколько этот результат можно 
перенести на другие области деятельности, области науки 
и учебные предметы; 2) откорректировать и/или разрабо-
тать учебно-методическое обеспечение, ориентированное 
на формирование культуры работы с понятийным аппа-
ратом и плавном переходе от ориентации: 2a) на типовые 
алгоритмы; 2b) методы и стратегии, типовых для данной 
деятельности; к работе на уровне 2c) уровне методологии; 
3) сформировать списки приоритетных направлений разви-
тия других компонентов математической культуры.
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